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a» mechaniki u ó re ty czań ej 


Zjawiskiem nezywamy ważystko to, co w ten lub in- 
ny sposób oddziuływa na nasze organy zmysłowe. Dla dogodnoś— 
ci i możności badania zjawiska podzielone są, z powodu róż- 
nych prz,ozyn, na grupy, które stanowią zakres badania róż 
nych nauk. Pośród różnych możliwych zjawisk, znanych człowiem= 
kowi, spotykamy zjawisko nazywane ru c h e m. Nauka o r u- 
c h'u nosi nazwę mechaniki. Jak wyżej nadmieniono; 
ruch jest zjawiskiem znanym nażdemu człowieswowi z życia ca- 
iziennego. Aby zbadać istotę r ue h u, wystarczy niewiel— 
ki wysiłek myśli, utóry z łatwością oddzieli w sażdym ruchu 
to, co ntenowi jego oznaki podstawowe, niezbędne; otrzymuje” 
my wtedy następujące określenie dla ruchu: 


ruch ciała jest zbiore. ruchów poszczególnych 
Jego punstów, a ruch punitu jest to stopniowe i ciągłe prze- 
suwanie go przez punkty przestrzeni, wytwarzające się z bie- 
giem czasu. 


Z określenia dopiero co wypowiedzianego widzimy, 
że podstawą pojęcia ruchu są pojęcia przestrzeni i czasu. Te 
pojęcia. należą do rzędu pojęć podstawowych, nie wymagających 
określsnia. 


Jedna:ż6 prócz tych pojęć mamy w określeniu Bycha 
Jeszeze ög tawiego, ©: wymega d:detk.weu> miwitnia. Lian = 
w.oie, aby rozwiązać zegradnienie, czy jekiś punkt porusza się 
lab nie. należy porówn.ć jeg» p-łi. żenie z położeniem oieł ta~ 
czającycz, które przyjmujemy za nieruchome. ekie eista przyj- 

mowane ze nieruchome tworzą układ >vdniesiliena. 


hie trudno pouszeć ne przykładach, że wybór układu 
odnmiesieni' ma doniosłe znaczenie przy wyj”śni niu ruchu, Niech 
no. nr pokładzie okrętu zn jduje się człowiek, jeżeli aktet 
oddala się -d przyst ni, a człowiek n pokładzie jest nieruoh>- 
my, t> przyjmując za układ odniesienia okręt, mówimy, że czło” 
wiek się nie porusza; ale gdy tylx? weźmiemy Ze. nsłaąd odniesie 
nia przysteń, to będziemy zmuszeni powiedzieć, że człowiek jest 
w ruchu. Dopóki ruch okrętu jest niewielki, człowiek może iść 
po pokłodzie tak, że względem przystani będzie nieruch >my, ch) 
"oiaż względem okrętu będzie w ruchu. Wreszcie możliwy jest i 
teki wypadek, kiedy i względem przystani i względem skrętu idą- 
cy po pokładzie znajduje się w ruchu. 


. Z tugo co powiedzieno wyżcj, widać, źe poj;- 

cie a ruchu n-leży w rzeczywistości do pojęć wzgl dnych 
i że dla jasnego i konapletnego prz cdstevienia ruchu ko" 

niscznym jest wskazać ten ustad odniesicnie, względem kti= 

rveo danso zjewiso ruchu się rozp .truje. uajczęściej, mn 

chociaż to nie jest koniecznym, przyjmujemy za uwtad od= 

niesienia żiewię, albo przedmioty na nioj się znajdujący 

i wz, .ędem niej nieruchome. 


Odróżnia eig, ao i my bydziemy czynić, ruch 
beozwzglywaey I rucna wgrany. 


e LAN 
. 


ń Jeżeli uxład odniesienie względew jsaiegoś dru- 
glego usładu odniesienia jest nieruchomy, nażyWwańy ruch 
ucne bóerzy zzgl any mu Jezeli z985 Uxiad 
odniesienia wZglydđen druglivgo ünt da odniesienia jest ru- 
Chouy, n.zywemy ruch względny u w stosunau do 
pierwszego u.i-.du oaniesienia «. jednocześnie be zw 
w2z%dlędnym w stosuhuu do drug.cgo ukradu odniesig= 
nia. 


wy czasach starożytnych, jau mówi „cwton,w Swo 

iu wstępie do *"shilosophiae Natur.. s rrincipie Lathenmati- 
eg", dzielono mechanikę na dwie częsci. tuoretyczną, opie 
r.jąoą się ne rozumowaniu i dowodzeniu ścisłym, oraz pra- 
ktyczną. Ź tej ost.tnicj powstały wszystkię te rzemiosła, 
«Które nazywany ueohanicznyni i od których sama nauka nazg- 
wę 3 otrzymała; ale ponieważ rzemieślni. ma zwyczej prs- 
cować z mełym stopniem dost. dności, poczęto odr'żniać me= 
cheniaę od geometrii w taki spos>b, że wszystko co jest 
ścisłs wchodzi w zakres geometrii, nieścisły zaś w Zekres 
mechaniki, Jodnekżo niedoeł. dności powst. jące przy pracy 
pochodzą od wyspnawców a niv od sztuki jkko taxiej; wyko- 
nawsa pracujący 2 większą dokładnością zasługuje na mianę 
lepszego mechanika w stosunku do wyksnywującego pracę mniej 
doxładnie:. . 


Wykreślanie linii prostych i kół, podstawa geu- 
netrii, jest zadaniem mech niki. recnetria przyjmuje te: 
linie jako pewnik, nim ucząc wykreślani.. tychże, Studiująe 
cy geomętrię uczy się, w jaki sposób przy pomocy tych linii 

„dà «kół rozwiązać zegadnienia geodetryczne, Semo wykreślenie, 
` linii prostych i kół jest także zagadnieniem, ale meehani- 
cznym; iaechanika p.daje nam rozwiązanie tego zagcdnieniay 
geometria zaś pokazuje, jak z tego korzystać. Wychwulą się 
gsomutrię ża to, że wychodząc z nitwiulu zgscd n vstępić 
prayj tych, taus wiele się z niej usiąga. Ale geometria us~ 
nute na nechenicznych spos.bach. jest niczym innym, jaw to 

jaż nedmieęniono, jak: tą a mechaniki owólnej, która 
duwsdzi > sposobach mierzenia ścisłeg:. iszeluiego r.dzeju. 
pr.ovu i rzemiosła wymagcją ciągłrgo orzesuwani: oist, za 

ten wszystno co sią tyczy wielaogci, odnosi si, do sceometriłt, 
w3zystwo Z- tyczą.e się ruchu dy w hanixi, W bym znacze e= 
niu mychanike jest n.uką o ruchach |; ohodzących od działa= 

b 


ao 


nia jeniCczolwiew sil 1n osi © o S14 k potracbnyoh dis 
bdtrzym- nia Jasaiegynolwieu ruchu, jest zaten Nnauaą <Ci- 
śle wyłożoną 2 dowłzenyii Gvwoćzżen. żul, 


< tasie Jureślenie Nn Gine meca nice teoretycznej 
Przez Jeg» twórcę jest nejvięcej „ousletne i ogólne, s%6by 
pow.zać, że t. nauxa nie jest jedynie rozumowaniem +bstre .- 
cyjnym. Newton wyznacza i ogolne zadanie uechaniai teore- 
tycznej: pońług ruchów powst:.jących w przyrodzie odszu.ać 
siły, > pótem wedłu, zn lezionych sił inne 2j wisasa., Zada- 
nie aechańisi tan wyzn. czone robi 2 tej nauni podwalinę 
nowoczesnego przyrjdoznawstwa i nowoczesnej tschnici; nabe- 
ży talwo przy wysładźie wzorować sLę na vskazówuzach Newto- 
na: badac zjawis.a powstające w przyrodzie i siły je wytwa- 
rzające. 


Ila Gogodności studiowsnia iuccheniuwi teoretycz= 

nej aziclimy ję na kilka cząści: 
sta ty k ę, attrej począvc, 91781 O2- SÓW 

Arystotelesc. i Archimedesa, a „tórej zadaniem jest rozpa*% 
trywanie równowagi sił i ż-miena jednych sił prez drugie, 

2/ « ine ma tj « g, której pierwsze pacząt- 
«i dene są przez Galilcusza i atćra rozpatruje ruchy oiar 
niezaleźnie OG grzyczyn je wywołujących i 

5/ Gd yn am i « ę, «tózej podstawy s3 utworzone 
i doprowadzone przez Wewtona do wysodisgo stopnie dozułądnoś- 
ci, a «tórej przeduwiotem jest bed nie ruchów w żależności 
oü przyczyn je wywołujcoych. 


Alleifel=o. uatorowie dzielą uechanisę teorutycaną 
no devils częsci ah GM laty mo ei WINO Yi U 
włącz jąc w tę ostatnią statynę i dynami. . 


v mechanice teoretycznej rożpatrujeny z gadnienia 
o równowadze i ruchu ciał st.łych i civułych, t.j. płynów - 
i zaw. Ciała te w mechanice + oveuycznej idealiżujeiny, 
t.j. przyjuujeńry jako dosxonzsłe te własności ciał, która 
w rzeczywistości w przyrodzie zachodzą tyluo w pewnych 
granieach. Tos np. ciało stełe uważemy ża doskonale szty- 
wne, t.j. tanic, że ocległość między dwoma dowolnymi pun- 
xisni tego ciała nie ulega zuianie. Ciecz rozpatrujemy ja- 
«O bezwzylzódnie pozbawioną lepuośc: śoiśliwości - nazy= 
wany ją wtedy © d 66 żą a4958koóo na łą i t.d, 


Oprocz takich idealizowanych cist iozpatrujeuy 
w nechaniec teoretycznej ciało fokcyjne o znikomo uqkych 
rozmiarach. tasie ciato nazywmy punktem mate»- 
ria lny m. Gdy rzielimy ciało na coraz uniejszą cżęe 
ści, to jako gramicę otrzynamy punat materi”lny o misie 
znixomo małej . Gdy zaś będzie my zuniejcz ó wyńiary ciała 
do znikomo małych, pozodtawiając jeso masę bez zmiany, o= 
trzjstauy punkit materialny o m:sie skończonej. Przykładem 
tzaiego punatu miteriilncgo może być środek cieżności ciu- | 
ta Szty'nego i wicdowmo, że siła działająca na środes cięż 
kości ciała sztywnego nidaje wu ten sau ruch, niezależnie 
od kształtu cisłą, byleby tyluo mag ciała nie ule.ła zmia 
iie 


Widzimy wi.e, że środek ci żkości ciała sztywne- 
go jest z punktu widzenia mechaniki tepretycznej rówaoważ - 
ny z punktem uaterielnym o masie skończonej. 


Każde ciało w ddechanicc  :'oretycznej rożpatru- 
Jeay jaxwo złożone z punktów materi. inych. Dlatego też «aż 
de ciało ń.zywany urk ładem runx«tów mat e= 
PoS ohn_ 


r 


Ciaro sztywne nazywamy Anogir myo A 
dy 2 ea dem puna to w materian y dh, al- 
90 voz CZĘBIO> b roy- -2 a Ma Toria LN gi i 


Układ punktów materialnych üazywamy s wo bo d- 
nym, gdy możemy przesumóć go z gząjmowancġo W przes.vrze- 
ni położenin w dowolne sąsiednie paso e: 


Rozrożniamy r.żne ruchy usładu punktów material 
nych; najprostszym z nich „est ruch postępowy: 


Mówimny O üsiadzie pan»vów m .serżalnych, że jest 
w ruchu post: „powy wtedy, gdy dwie w ć i przecinające 
sió vzajemnie płaszczyzny, przeprowadzone przez punkty u- 
«ładu materialnego pozostcją podoz. s jego ruchu rownole- 
głymi do por rzednio z. juwówanych położeń. Stąd wynika, że 
podczas ruchu petoro sego .ażda prosta przeprowadzone przez 
punkty układu pozostaje ao siebie r'tnoltgłą., Jeżeli: pod= 


RYS; La 


czas ruchu postępowczo jeden. z puma tów ukeun materialn = 
go porusza Bię w»iłv5 pewnej krzywej, to wszystkie inne 
rum o”, tego '.<muu boruszue glę WZAŁUŻ krzywych równole= 
gtych do tej krzywej /rys. 1/. eż ii przytem droga za re- 
„Slona przez jedtn z zunsatów usłidu jest proporcjonalna do 
czagu zużytego na jej zaekreślenie, wtedy nazywauy ruch Uuk= 
Radu. 9-68: bie P OL wy M..1-.].8,d.h50. 806.8], Sm 
Szczególrym wypadkiem tego ruchu jest ruch pros tom 


HAD N=MO0 =" 8d OG SA JAN yN 


Drugim równie prostym rachem jest ruch ob r o~ 
t owy: nazyvańy aim ruch osota pewnej osi, jeżeli wszy- 


— 5 = 


Stwie punnty uuładu materialnego zskreśleją podczas tego 
ruchu koła o płeszczyznach prostopadłych do osi obrotu i 
środkach leżących na tej osi, Położenie punktów usładu W 
tym wypadzu jest wyzn-czone za Ga ; - 
pomocą kąta liniowego /płaskie- Joe e 
go/ odpowiadającego odnośńemu 7 
«ątowi dwuściennemu /bryłowemu/, i 
utworzonenu przez dowolnie o- i 
braną płaszczyznę nieruchomą, j 
przeprowadzoną przez oś obro- + 
tu oraz płes M, ruchomą, ; 
sztywnie vwązaną Z punatami u- 
sładu materialneżo; a przecho 
dzącą przez os obrotu. z„ąt ten i RZE 
nazywany katen obrotu - | OR j : 
Wa yadu materialnego. Na rys.2 j ; oe ; i 


j 


oznaczyliśmy g0 przez RA | 


Te dwa ruchy, postypo=! 
wy. i obrotowy, „tórych określe- ; o 5 4a 
nie podaliśmy na wstępie, nale- ` A. 
ża do ruchów prostych, zasadni 
czych, ponieważ wszystale inne 
ruchy, jac się ozaże przy ich "oce | A, Z 
badaniu, mogą być sprowadzone ę ad” 
do ruchu postępowego i obroto- > 
wego. E RYS" 2 


ko reki 


a 
og 


ZNZPER 


ra 
ł 
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Tysład <urəu mechaniki teoretycznej rozpocznie = 
ay où tej jej części, „tórą nazywany statyką i która roz- 
waża .iała w st-nie spoczynku. Chociaż statyka stehowi tyl= 
KO szczególny przypadex w dynamice, mianowicie ten przypa- 
dek, kiedy prędaości ciał są przyrównywane do zera, ale 
ten przypedex stanowi zagadnienie bez porównania ł.twiej- 
sze od zagadnienie ogólnego i w dodztuu posiada on sam 
rrzez się znaczenie bardzo ważne ze względu na wyniki beze 


pośrednie, brz ROM jest niemożebną rzeczą przystąpić 
do studiowanie nan: terhni ocznych 


l «ox: a o ia ŻY 8 WG óboy 1 


Wykład sta tyki oprzemy na sześciu pewnikach. Te 
pewniki nezywamy prawami s ta ty « i, Przyjmie 
my następujące prawa: 


Pi e rws aeon pr a W O, Vpr a WDC D 8 da 
wł adno sce i". "Bryła Swo"odna, znajdńjąca się w sta- 
nie spoczynku trwa nodal w tym stanie, a bryła swobodna, 


poruszająca się ruchem postępowym trwa w stanie ruchu pro- 
„stolinijnęgo i Jjeunostajnego". 


Czynniki takiego stanu bryły, który nie wynika 
z prawe bezwładności, tò znaczy kiedy bryła, znajdujące 
się w stanie spoczynku, przechodzi w ruch, albo kiedy bry- 
ła nie porusza się ruchem prostoli ijnym i jednostajnym, 
nazywany 8 i łam i. Siły mogą Ly różnych rodzajów w 
w zależności oú ich pochodzenia, np. siła ciehkości, si~- 
ła sprężystośei, siła ciśnienia jednego oiaca na drugie, 
aiły oporowe środowiska, wreszcie eiły elektryczne i ma~ 
genetyczne, 


Siły, «tózych działanie wywołuje ruch cieła, 
nazywany siłami ezynnymiz © z y nn ym 4, siły zaś, ató- 
rych dzieł-nie może tylko powstrzymać dub też zmienić r 

ruch ciałs wywołany przez biły czynne, nazywany sitani 
bierny u i. Joio przywład siły biernej, może służyć 
siła tarcia, siła >odpurowa, i t,p. : 


Siły mogą działać na bryłę i wtedy, gd, bryła 
znajduje się w stanie spoczynzu lub ruchu jednost. jnego 
prustolinijnego; o takich siłach uóvimy, śe sąw ró- 
OWU Ae a LUB waa dJ eMMAI ESI e ROR 
Je ; i ; 
Lażdej sile przypisujemy następujące trzy wła- 
snośąi: ; 
4806206 ple Ni a, 
BSM 
pu OWE AOS Be : 
iły nazywamy Zznamionami s i- 
4X J. $ ; ; 


Punat zaczepienia siły, jest to ten punst brym 
ły materialnej, na «tóry bezpo.reónio dział. siła, 


aLorunek siły jes% to Kierunek tego prostolinij- 
nego ruchu, Który bryłe naterieln: otrzymuje pod wpływem 
siły, 


Linię prostą, ` zdłuż „tórej © tę czy inną stro- 
n; jest skierowana siłe, noasywamgy prostą @zia~ 
łania siły f ; ; ; 


goisłe osreśienie wartśsi liczebnej siły otrzy- 
mamy, wprowadzając „oj,cie o siłach równych i wiedloxsrot- 
nych, które nau daje drugie prawo st tysi. 


Drugie pr: wo. "Bryła swobodna, „oc 
wpływea dwóch siz na nią dzi .ł. jących, znajduje się w stae 
nic rusnowagi tylo wtedy, kiedy siły te są sobie równe co ` 
do liczebnej wartości i suierowane wadłuż jednej i tej sa» ` 
mej prostej w przeciwne strony! 


-7 -~ 


Z tego prawa wynixż, że jeżeli brył: swobodna 
pod wpływem dwoch sił, działających wzdłuż jednej i tej 
Samej prostej w przecivne strony, zostaje w równowadze, 
to te siły są sobie równe. - 


Stą” wnioskujemy; skoro jedna Sfła będzie "Xu 
razy tigxsza od drugiej, to ala zrównow. żenia jej, musi- 
uy w «ierunnu przeciwnym przyłożyć do bryły "i" pił, rów- 
nych dru.iej sile. ; ; Je) 


Jano Jjedaostky mierzenie siły, możemy wziąć do- 
wolną siłę np. ciężar | kg. /jednego kilograma/ w okres- 
lonym miejscu na powierzchni ziemi. 


Przyrządy, za pomocą których robimy pomiary 
sił, nazywają się siłomierzami /dynamometrami/. iierzyć 
siły możemy np. siłomierzem Ponceleta albo Repnaulta, al- 
bo wagą sprężynową:. 


siłę przedstawiamy zwykle geometrycznie; jeżeli 
umówimy się przedstawiać jednostaę wartości siły, jako do 
wolnie obrany ©dcinek prostej "a b",to wielkość siły, za 


wierającej "K" jednostek możemy przedstawić oacinkiem "AB" 
takim, że > = Ko/tys, 5%, 
Niech A /rys, 4/ om 
znacza punst zaczepienia 
aż ~ siły na bryłę; bil - pro- 
G vemena] A Sen a tg działania tej siły. Das 
Łóżniy wzdłuż prostej MN 
RYS+ 5. w sierun:n driałania siły 
adeinex AB = K.ab. 
Odcinek prostej AB przedstaw. wtedy siłę geomet- 
ry '62.n-1 e 


`. W geometrii odcinek 
prostej, majecv określoną wartośc 
„tość liczebną 1 określony siv- 
runeak nazywany weatorem. Mówi-  » z, 
dj, że dwa wewtory są sobie rówńy 4% aaa. 
wne; co do wielkości i kierunku bai iż 
jeżeli wają jednakową długość, Se ASK RR 
gą do siebie równoległe i skie- i > R 
rowane w jedną i tę samą stro- s ii 
n ę e 5 7 RESA 


Ñ 
) 
R pne A „r B 
Poniewzź siły przedste- ^, A 4 
wia się w podobny sposób za po- a sk z 
mons odcinka prostej, możemy wiss * Das 
powiedzieć, że z geometrycznego ROSĄ: 


punktu, widzeni: miła.jestzwanim s i Ła jest w e ke 
bo r em. Ca sto oznaczany nirs jedną iiterą, np. S al- 
bo symbolem AB; mówimy wtedy, że mam; siłę $, slbo siłę 
AB. Kreska służy dla tvdróżnieni: siły ~ wentora od licze- 
bnej wartości siły, przedst:wionej za pomocą odcinka AB. 


Gdy maty pewną ilość sił, dziełejących na bry- 
łę materialną, to mówimy, Że mamy uxkał u x łŁła1 sit. 


Dwa uxtady sił nazywamy r.wnow:żnymi, jeżeli 
sażdy z nich z osoba. może być zrównoważony Z: pomocą je= 
Gzhego i tego samego u«ładu sut. 


: Jeżeli uwład sił M jest równoważny uxładowi sił 
N, to mówimy, ŻB u.łsd M wywiera na bryłę materialną to 
sano dzicłanie so i ucład N. Wtedy możemy układ sił N za” 
mienić przez uałaiż sił M, ruch bowiem bryły od tego nie 
zmieni się, RIESZA 


W szczególnym wypadku układa sił może być tówńto= 
ważny uxładowi sił, suładającemu się tylko z jednej siły; 
tę siłę nazywamy wypadkową układu si z; 
poszczególne z.ś siły uwłądu wzglęicm wypadkowej = s i -= 


a 


Tami Sa X e Gowymai uk fra € w. 


Operację, przy pomocy utórej wyznaczamy wypzadko- 
wą denego uxłedu sił, nazywamy ~ "sx łŁadaniem 
s i 4", oporację cawrotną, za pomocą «tórej dla danej si- 
ły /wyp dkowej/ wyznaczamy równoważny jej układ sił, na- 
zywemy r0o.2Z% 2x4 wdan iems i X y. 


Jczywiście, że usład sił, znajdujący się w ró- 
wnowadze, jest równoważny zeru; wypadkowa tskiego układu 
jest zero. 


TE aro Onr 6 .p Roa WE. "Dzdizdcmię Gadaądu BEF 
na bryłę materialną nie ulegnie zmianie, jeżeli dołączy” 
my lub odejuiemy od niezo usład sił, znajdijący się w ró- 
wnowadze"”:. ; 


% tego prawe wynica natychmiast, jeżeli mamy dwa 
równoważne układy sił M i N, to gdy dodamy do nich lub o- 
 dejmieuy od nich równoważne u«lady Ag M! i N!, to otrzyme” 

nę unłady siz M + Mt i N + N', lub M -Mi i N - N' będą 
też równoważne. 


Na zesadzie drugiego i trzeciego prawa statyki 
otrzymujemy nestępu jące twierdzenie: AA, 


"Dziełanie siły na bryłę materialną nie ulegnie 
zmianie, glv vanst zaczepienia siły przesuniemy w inny do- 
wolny punkt bryły, albo bać w pucki sztywno z brytą zwią- 


~- Q = 
. zany, pod jednym warunkiem, aby punkt ten lużał na pro- 
stej działania siły." 


Dowód tego twierdzenia 
jest zupełnie jesny /rys.5/ 


Ao or E i Na punkt A bryły material- 
o o nej dzieła siła 5, wzdłuż 
Pa a: em prostej MN, która jest jej 
Ą R 03 s prostą uziałania. Do pun-. 
i Ph. | ktr At, leżącego na pros= 
"m PARSE i tej WN przykładamy dwie 
R. ai siły S' i SV równe sile 5, 
a 4004 lecz skierowane odwrotnie 
A 2 RY, wzdłuż prostej MN. Na zasa- 
„a z Gzie drugiego przwa siły 
Roś 5 2 S i SË odrzucainy jako wZa- 


jennie równoważące się, po 
zosteje nau wtedy siła 8!, równoważna $» 


Gżwa rte pr a w o. "wypadkowa dwóch sił, 
dzkałających na jeden i tem sam punast, równych co do li- 
czebnej wgrtości i nachylonych pod pewnym kątem /nie 09 
7 nie 180 /+ jest skierowen: po dwusiecznej tego kąta". 

Tys- ś/. 


SBE jaj 150 ; 
równe co do war 032 ie- 
bnej, ich wypadkowa jest 
gkicrowana wzdłuż dwusiecz- 
nej ząta pomiędzy siłami 64 
i 5». Siły 8, i 89 mogą być 


i i zrównoważone siłą Wj, któ- 
i >. ra co do wartości równa się 
: PUT sile W, działającej również 
i | Ź na punkt A lecz:przecisnie 
a i > s«ierowanej; 
i i w, a , 
; i Są W Oawrożnie, siła W może 
BĘ: A być rozłożona na dwie siły 
LM S4 1 S2 równe sobie co do 


wartości i działające na 
punkt A wzdłuż prostych po 
chylomych do niej pod jed- 
Rys. 6. nyua i tym samym kątem, nie 
większym oë prostego /909/. 


Co zaś się tyczy liczebnej wartości wypadkowej W, to jej na 


ne razie nie znany, 


Piąte prawo. "Bryłę nicswobodną możemy 


uczynić swobodną, dołączając do układu sił czynnych, uaia- 
łejących na bryłę, pewne nowe siły; te nowe siły. nazywańy 
dirani Ppodyco r owymi czyli se 14 ami pos 


s 


i GOAO 30! 


RA A 


= 


Jeżeli np. mem say ryz nieswobodną, to bryta ta 
pod działaniem danych siż czynnych nie może zająć położe- 
nie, jóxwię przyjęłaby vod działeniem tych samych sił, bz 
dąc swobodną, Czynniki, krępujące SWoDoLĘ bryły, są to 

HI podpory i połączenia. 


. Prawo piąić przyjmuje, że w miejscach podpór 
i połączeń dziełają jaxieś siły, nam bliżej nieznane, htó 
re nazywemy siłami podporowymi, a ogólnikowo siłami 
połączeń. Jeżeli dożąszymy te siły połączeń do uwładu sił 
czynnych , nam zngmych, działających na bryłę, to atrzyma- 
my bryłę swobodną: 


Opierając się więc ną prawie piątym, możemy ka~ 
żde zagadnienie o równowadze bryły nieswobodnej sprowadzić 
do odnośnego zegadnienia równowagi bryły swobodnej, 


Jeżeli mamy bryłę, mającą jedeń punat nieruchom. 
my, to. ten punkt będzie właśnie podporą, krępująeą ruchy 
bryły, Siła podporowa w tyn wypadku będzie siłą, której 
prosta działcenie przechodzią przez nieruchomy pónkt bryły» 


Jeżeli bryła ma nieruchomą oś, dookoła której 
może się ona obracać, to siłami podporowyni będą te siłyy 
których proste działania przecineją oś bryły. 


Kiedy mamy bryłę, dpier:sjącą sję w jednym al- 
bo w xilku punctsch o gładką płaszczyznę, to siłami poue- 
pòrowyai będą siły, działające na bryłę w punutech pođe 
aż i Bsierowane prostopadle do płaszczyzny w stronę 

ryły. 


Kiedy na bryłę ńieswobodną azieła siła, a podpo- | 
ry czyli połączenia są taxie, że mogą wywołać siłę podpo- 
rową równą, Go u) wartości i odwrotną 65 do «ierunku siły 
czynnej, to nastapi równowaga. W wypzdicu odwrotnym Aa 
mamy ruch bryły, 


Nicch na bryłę działa 
A a A siła S /rys.7/, kierunek 
ań *mi MR Rtórej „rzechodzi przez 
"iw | nieruch mą oś XY. Ponie- 
7. i RODI) waż ta oś może w wrzeć na 
Pnie | - bryłę siłę podporową rów 
| Pa żę ną co Q2 wartości i wvdm 
| 8. Ja wrotnie skierowaną R, to 
Bota AOR > nastąpi równowaga. 


0 RAA ğ . Na /rys. 8/ bryłę dzie= 
| NE y „R ADA DESS ł a 8 1 ła S 9 ki srunek a t ó ad 
a i 3 2 rej przechodzi przez punkt 
RAE podparcia A, prostopadle 
Qo powierzohni podparcia 
Rye. 7. bryły. Ponieważ powierzchni | 
podparcie możu WYW dać nie 
łę podpor wą R równą e> do wartości liezabnej i przeciwnie 
skierowane, to mamy znowu cównow.gę. 


dadare prawo, 
/trzocie prawo Newtone/, " dażdenh 
uzinłaniu odpowiada równe co d0 
wąrtoświ 


"4,5 


"Ło kodzoroweę R równą co do wartości liczebnej i przeciwnie 
skierowaną, tů mamy znowu równow”gę. | 
Jdete prawa oo 
/trze ie prawo Newtona/. "Każdemu |tw ve 
działaniu oGpowi'da równe c3 ao 6 mę 5 
wartości, lecz odwrotnie s«icro- i a 57 
wane przeciwdziałanie". | i J} 
$ 2 
Na zasadzie dwóch ostatnich j ię 2 
praw statyki wnioskujemy, że iry- | i A 
ta nieswobóana wywiera n podp)- | A 
N boo 


rę czyli na połąszenie rowne i d- 
wrotnie s«ierowane od siły podpo- me 
rowej działznie, ozyli siły połą- ` 
czenia; to działanie nazywamy c i- > 
śnóena em bryt y na poó= Rys. 8. : 

porę czyli na połączenia. 

To prawo Newtona najdogodniej sformułować dla 
wypadku dwóch punktów materialnych: wzajemne działenie 
dwórh punktów materialnych A i B /zys. 9/ zawsze wyraża 
się przy pomocy dwóch sił $ i $' rówmych co do wartości, 
Jeez odwrotnie skierowanych wzdłuż prostej AB. Ponieważ 
> ; zaś dziełanie wz jeme dwóch 
brył składa się z wzajem 
nych dziełeń punktów mate 
Am A > M rialnych te bryły tworzących, 
BRR SE RE do RARE fo na adev Lok. pła, Ga. 
bryły działają na siebie sł- 

łami zawsze równymi i oćdw- 
wrotnie skierowanymi» 


A, 


Ba) 


S DWd e s iay równo les. łe sak Ars Raw 
Wamono DANA RSP ner 


Nany tryłę materizing, na której punkty A i B 
dział:ją siły 54 i 59 równe oo də liczebnej wartości, 
równoległe do siebie i tworzące dowolne kąty z prostą . 
A /Ty8. TOŻ: , ; 


EES RS e wyznaczymy liczcbng 
8 „crtość, prostą działa- 
tą nia i punkit zaczerienia 

ich wypada „wej. 


AAA Przyłóżmy do punntu 
REA s A bryły materialnej si- 
p o py" 2i F ; ię M; a do punktu A sgi- 
precz” APR, >  4ę N, stóre są równe 
a” i 5 alie S = o 708. Te mie 
| I T są -4y równoważą się wzeje- 
p. je ; mni, ponieważ dzia? ją 
p | R < wzdłuż jednej prostej. 
a> % 112%, Na ney czwartego prawa 
| de WneŻa palace p statysi, wyp^äkowa W4 
I sił M i Są ċżi -ła w «ie 
Gh. runsu dnugiceznej kąta 
10 pomiędzy siłami M i 373 
i analogicznie wypadsowa W 
sił N i 52 jest sxierjwsne wzdłuż awusicezncj sąta p.między 
siłami N i A: 


Na zasadzie twierdzenia, wynikającego z arugie- 
g9 i trzeciego prawa, możemy przesumąć te siły Wą i W 
wzdłuż ich prostych dzirłani «6 punktu 0, rędącego pink-. 
tew ich wz .jemnego przeciocia się. Otrzymemy wtedy siły W'4 


y 
iv a. Przeprowseizi: przez punat C a /0D/ równole 
gr Go ki -u-u Bił 0, i 85; te proste w przecięciu się 

z prostą /AB/ da nam punkt 2. Poniewąż kąt /M,A,W,/ jest 
równy knvowi /8,A,W/, t> kąty /A,C,D/ i /C,A,D/ są też Bom 
bie równe, więc trójsąt ACD jest rë tnor mienny i boxi je - 


go AD 1 OD sę równe: Ańalozicznie 5. zymrmy, że rois » 
BOD jest też równor. mienny i boki jego CDi T? ,, o»bie 
równe, Meny wtedy, Że: | 
AD = OD 


BDs 
PUNKED o oa naO SATI ELAN E 


imp” AR 


a 13 a 


gaze W'ą 25 

i ; TN W si LE może być rozłożona ng 
dwie siły: M' r emotia È eS: sale M,d mat A i ro- 
wnoległą Go €, skierowaną WZOTNŻ prostej OD Todobnie mo— 


ź emy rozłożyć siłę Wig ga siżę: N' równą zÈ mie, do 
N i siłę równą i równoległą do $,, skierowaną też wzdłuż 
Bru stej CD. Ale siły M? 1N' na Zasadzie. drugiego prawa 
wzc.j euni a się równow żą, e Bity czi.ł jące wzdłuż prostej 
CD tworzą Jedną siłę równą i3t sumie, to zna aa: zmieniają 
og sią na siłę 5; + Bo = 289 .. 28; 


Mauny więc, że wypadkowe dwóch sił równoległych 

równych 5, równe się «o do wartości 25, jest do 
a Te ÓWROTOSZE 1 Gżiułe ne Cowslhy punkt prostej QD, Si- 
ła W równoweżąca te siły $4 A 52 równe się 28 co do li 
czeb: 'j wartości; >. skierowaną 00 © dy D, a za punkt 
zacz. „żenia może być brany dowolny punkt teyły material- 
nej, znajdujący Sig na prostej sL Lany więc następujące 
WoW LB” Rodz 6 HL 68 


"Jeżeli, aa dwie sobie równe i rśwnoległo siły 
udzirł. jące n- dwa nransty mikurxixiku bryły 1 neterieihcj; 00 
wytredxowa tych s aziużi ha połowę »dcinex pomięuzy tymi 
punktami, jest ona równoległa i dwa razy wiekwzą co do 
liczeknej wartczści od sił składowych". 


Uog/lnimy teraz nasze twierdzenie n> wyp:.dex 
dwa sił sobie nierównych i Gziałających na dwa punkty 
kryzy materialnej- 

Niech sita 54 2ziəye na nkt A i siłą 92 52 
punkt. B bryły mo riole. 

Siły 5, i 59 v do siebie rómoles „ /rys. 11/. Przypuść- 

my z a uU, BE wartości liożebne sir S; 358.8 

wspó łn i e r n e, to znaczy, że stosunew wrrtości 54 

i 5% jest równy < stopunkowi dwu liczb ca ałzoni.ych KT i ko ; 
AB + EB = 059 : Bo = Ki 2 mos 


WER Na przedłzużeniach odein- 
ARA «a AB Ddkła damy odcinki: 
z D T AD. = AE i BF = BE. 
E iPoGzielimy odcinek DE na 2 
jad | ka równych części, a ^ei- 
noi EE na 2 ką. rormych czę- 
Be Ponieważ DE = EA + -AD = 
Ta h dw 
= ER + TPR E 
aa > ZAC my; 
$ ; A 4,5 Ea NIRS 
aE EF : 2k,s C9 oznacza, ŻE 
; i w ten sfosób czły odcinek 
a DF oma zoguńł ha 


e/k, + k,/ równych części, 


> 


Ki 


PR EE E UN E IRE E 


GS 


— 4 ~ 


Ne zasadzie wyżej udowsdnionego twierdzenia mo- 
żemy siłę 54, dziełającą na punkt A bryły materialnej roze 
łożyć na 2x4 sił działających ne środki 2k, odoinxów od- 
cinka DE, 2 S4 2K, oo do liczcbnej wartości i row- 
nolegtych do siły ZE 


Analogicznie zastąpimy siłę $,, dzinłającą na 
punkt B bryły materielnej przez 2x. rówhych sobie sił, ma- 
jących liczebne wrrtości równe $9,*równoległych do siły $ 
i dział jących na środwi 2k, odelinków Jdcinka BP. ZR, 
Wszystkie w ten sp.sób otrzymane siły gą równoległe do sił 
S, i 8,, mają liczebną wartość Sz : 2k, = 5» : 2ko i dzia- 
tája na punkty odoihua DF jednanowo od siebie rówńmu oleg- 
łe, 


Ukłau tych sił możemy z-stąpić przez ich wypad- 
kową W, której liczebn: wartość jest 
S4 2. 
W=2 xy Et + 2 k, 2k, = 54 + 5, 


i która dział na śrođček vŭđeím:ia DF, leżący w punkcie C. 
Ponieważ: 


Ó = ;B + BA + D = FÓ 4 WF + FA = AB + 16 = 
= 2AB 
FO = COD = 2 = AB 
Zat ea: ; AG = DE = DA = AB Et AE = BE 
BC = AB — AC = AB -= be = AÈ 
czyli: aa, sk 
s AĆ = B, BO = AB 


wobec tego ENOT i 6 
NW. CBET 25 »aiR> ka” kqEsSg 1 54 


ostatecznie mmy, że: 


tyypadkowa W dwóch równolekkłych sobie gił 54 
i 59 równa się 5, + 85, 00 40 liczebnej wartości, jest 
równoległa ao sił sktidowych 1 dzieli odcinea AB w.nunx— 
cie © w st>sunku odwrotnie proporcjonalnym à? liczcbnych 
wartości sił sułacowych". 

Mamy więs z: leżność: S} . AĆ = S> . CB 
ale 


więc ostatecznie otrzymany, Że: 


34 = RZ W 
DA KC | czyli 


"OB ae ad 


54 5, : 89.3 W 5 OB: AC : AB 


se 
Jeżeli liczebne: wartości sił składowych $4 
i S$» nie są współmierne, to i wtedy punkt zaczepienia 
icb. wypadkowej będzie znajdować się nę odcinku prostej 
AB w takim miejscu, że S4. AC = S9, . OB. 
- SR jęz © 77 82E= +” i A 

aby, uogólnić hasze twierdzonie na'wypedex sił 

niewspółmiernych, zauweżyiwy, że gdy wypadkową sił 5 
i S2 ma swój punkt zaczepienia w punxcie C, to punk 
4aczepienia wypadkowej sił S4 i /8, + 1/ będzie leżał 
bliżej punktu B niż punkt C, ponieważ /So + 1/ jest wię- 
ksze od go. | 


> Przypuśćmy teraz, że 
= = > liczebne wartości sił S4 
P eE H 1 8,, działających na 
: r A E OW dy: „A R bryfe materialną /rys. 12/ 
a” Doan ZO |  ) sę niewspółmierne i że na 
= p EC = 2 |. / odeinku AB mamy taki punkt 
okleiny ri RA TEASE: ( 1/ 0, który Spełnia warunes: 
ś A 0" 4 ZĘ uła 3 54» : S> ZOB EACH 
sj RE Ponieważ liczebne war- 
o E E „EB 5sbadt/ 4 s*2>etośob 814 84 1 Do 54 Ules 
| Ś2 zg R | z ; współmierne, a WĄ= 
| a = a. i tplżwość, czy prosta dzia- 
; | ę , łania wypadkowej tych. dwu. 
H . Siz przetnie odoinek AB 
è z w punkcie ©, czy też nie. 
Rys. 12a ASA Aeżeli prosta działania 


s: 3 wypadkowej nie przechodzi 
= = przez punkt C; to musi ona przejść przez jasiś inny punkt 
tego odcinka AB; niech to będzie np. punkt De Pądzielimy 
odcinek AB na równe części, mniejsze od długości odcinka 
DO; wtedy conajnniej jeden punkt pocziału będzie się znaj- 
dow: * pomiędzy puńktani D i C; niech to będzie up. punkt EB 


: Otrzymane w ten sposób odcinki AB i BE są współ- 
mierne i pumkt E jest punktem zaczepienia wypadkowej dwu 
sił: siły 54; działającej na punkt A, i jakiejś drugiej 
siły Q, działającej na punkt B, której wartość liczebna 

A speźnia warunek: 54 : Q= EB : AE. Ale AE jest. mniejsza 
od AG i EB jest więusze od GB, więc stosunek S} : Q jest 
większy od stokunku S4 : Ś, i dlatego Q jest mtiejsze od 
Bo. Wobec tego na zasadzie powyżej uczynionej uwagi, punkt 
zaczepienia wypadkowej sił S4 i Sp: musi hyć bliżej punktu 
B niż punkt E i nie dalej od niego /B/ niż punkt D., Stąd 
wnioskujemy, że punkt zaczepienia wypadkowej nie może 
się znajdować na lewo od punktu O. = 


Analogicznie udowodnimy Że punit zaczepienia 
wypadkowej sił » i 8, nie może s. znajdować. na prawo od 
BGUAKITSE nat t śą oś BR0 
SĘ om sau A RT e. 


= WGA 


Otrzymany więc wa Że iw wypadki niewspół— 
0 zę * 31—: pinkt 0, spełniająsy warunek: 

54 * Ç 75 2 właśnie tym punktem odeińka AB 
stac przez który przechodzi prosta działenba wypadko- 
waj tych sił» 


"Siła W! równa sile w co GO, lięzebnej wartośsi, 
lecz skierowana w kierunku przeciwnym i działające wzółuż 
tej samej prostej, przechodzągej przez 0, równoważy U 
dą 17 WóW 

1 2 


Postueujas aia mta Aa wzoremi : 
Bo : W = OB W = | możemy z łat= 
 wdócią rozłożyć Jai Aa E na składowe, do niej. 
. równoległe i jednakowo skierowane: 1/. kiedy są dane, 
wartość liczebna i punkt zaczepienia jednej składowej; 
2/+ «iedy są dane punkty zaczepienia składowych, znaje 
dujących się Bo obu stronaeh od danog siły. Š 


» "każdy punkt, znajdujący się Re psostaj ziace 
aeea wypadkowe j W, może być obrany za punkt jej żaczepie- 
` nia; na zeseuzie trzeciego prawa statyki. Ale wśród nie 
„ zliczonej ileści tych punktów istnieje jeden n punkt, mia 
nowicic punkt C, znajdujący się na odcinku AB prostej; 
łąc cej xzazewtenie punkty zaczepienia sił składowych; 
który posiada następującą własność: gdy będzięmy zmie- 
niali wspólny kieruneś sił składowych $, i S o jeden 
i ten sam kąt w jedną i tę samą stronę, to punkt © za- 
chowa swe położenie, w wypadkowa W będzie się obracała 
doossła niego o jeden i ten sem kąt. Ten punkt © nazywa- 
my Śro A BM BORok/ TRÓ.JWN OE © Sud 0N 34 
PASZ 
2 


Obierzmy na płaszczyźnie dwie wzajemnie pro~ 
stopadłe osie współrzędnych ©X i OY. Oznaczmy prżez /Xąy 
yq1/ współrzędne punktu A, a przez /% ,yo/ punktu B. Po~ 
nieważ pumkt O dzieli odcinek AB prostej w stosunku od- 
wrotnie proporcjonalnym do liczebnej wartości sił 34 1 SU 
to posługując się wzorami geometrii analitycznej do wy= 

znaczania współrzędnych punktu, mielącego deny odsine k 
prostej w danym stosunku i leżące . pomiędzy końcami te= 
g0 odcinka, otrzymamy dla współ rzędnych 
punktu CA (Zaria nAn VRpnJaep wzory: 


5 ; ; 351 s Y1 + S2 " yo 
oc a a goes aż 07 


wprowadzimy EELER pojęcie o statvryczny m 
mom emn'c ie si ł ya Wyobraźmy sobie na płaszczyźnie 
pewną siłę, O iożąwy za T ze pomocą wektora S = AB i do- 

wolny pet 


154% na e a ak „Eta: 37 


Zwykle opuszczamy 
słowo "statyczny" i mó 


8. A a AR wimy prosto moment siły 


í 8 ROA S względem punktu G. 

SE = $ Loment siły S względem 

+ * punktu © będziemy oznacza- 
dw e: ś li w następujący sposób: 
Rz. li/S/; a więc możemy na- 


A À = A pisać równanie: 


ck I ao ao M/SZ = 4 /0d7:> w /5.00/ 
a s SA A 25 Jeżeli połączymy począ- 


e. EA a \a tek A i koniec B siły S 
DZ wa» Ró: prostymi z punitem 0, to 


> 3) | \ otrzymamy trójuąt AOB, 


=+ Którego podwójne pole ró- 
wne jest iloczynowi /S.d/, 
to znaczy momentowi siły 
Rys. 15. S względem punktu O ze zna- 
: : A z Kie a WEWrjaąjb HZ: : 


Obrany punkt O, względem którego nierzemy mo- 
ment siły, nazywany "b l-e gunem m ou eh tu. 


Iloczynowi, wyrażejącemu moment, przypisuj emy 
znak + /moment dodztni/, kicdy patrzący, znejdujący się 

w biegunie momentu na płaszczyźnie, zawierającej ten ".s- 
gun i siłę, widzi siłę skierowaną od strony low? na- pra- 
wej; jeżeli zaś patrzący widzi siłę skierowaną os strony 
łŁuwsjxkuxprawej prawej ku lewej, to bierzemy moment si- 

ły ze znakiem — /moment ujemny/. W pierwszym wypadku pła- 
szczyzna zawierająca biegun i siłę, będzie się obracała 
pod Gziałaniem siły dookoła tego bieguna, zgodnie ze wska 
zówaą zegara, umieszezonego na wymienionej płaszczyźnie 

i obróconego tarczą do pr.trzącego; w wypadku arugim bę 
dzie się obracała w stronę przeciwną wskazówki zegara; 
analogicznie umieszczonego. lamy M/S/ = 8.4, a M/841/ = 


Otrzymaliśmy wicc, że moment siły posiaća li- 
ezebną wartość i znak. Jeżeli siłę bierzemy w kilogranpnch 
Jke a odległość bisguna OG po otoy Udżecuctjdiij Ww mes 
trach /m/, to moment siły otrzymamy w «ilogramometrach 
/kgm/ . | 


Ponieważ bezwzględna wąrtość moments zależy j 
tylko od S i 4, to: 1/. moment nie ulegni zmianie, jeże” 
1i ER esy punxż zaczepienia siły wzdłuż prostej jej 
działania; 2/. moment giły jest jeden i ten sam względem 
każdego bieguna, leżącego na prostej, rówaoległej do pro 
stej uziałaniaą siły; 3/. moment siły równa się zeru wzglę” 
dem każdego bieguna, obranego na prostej działania siły, 


Udowodnimy tegaz nestępująse prawo Varig» 
u on a: "Moment statyczny wypadkowej dwósh sił, wzajem 
nie równoległych i skierowanych w jedną stronę, względem SOPR 
dowolnego bieguna, obranego na ich płaazczyśn 8; równa 
się sumie «1lgebraioznej momentów tych sił względem tegoż 
bieguna, h 


Rozróżnimy tu dwa wypadki: 1/. kiedy momenty 
sił Ją i 52, działających na materialną bryłę, posiada" 
ją względem bieguna O jednakowe znaki, 


Przeprowe.dźmy przez biegun 0 prostą OX, prosto 
padle do prostych uziałania sił 54 1 S, /ryBs 14/, 


Będziemy wtedy mięli, że: 
M/g/ = 5,05, i M/S$/ = %05 


Jorr T anada saa. e równośei, otrzyma” 


o 1/84 / > M/82/ suk ję + s. 06 
| Z rys, 1 fnika, 
| = ©" = A. 
i öv s 00 + Be 
Wstawimy otrzymane wyrażenia 
a "ala Or i OB w powyższe równa 
s nie, wtedy 


o Li i 14/84, + M/S Ah - Be/ 
a o $ E Soa '/58 + A ZC G /84 + S, a p 


parowy www A 
wy, 54° a = Soe 
Ponieważ zaś istnieją zależm 
nosei: 
+80 » Sobo 4 v=5 + 8, 
zd” OTRZNIEÓJ gary: ŻR: 
| M/8,/ + M/S 2/5 06./8, + 89/ = OSW, 
Ale przecidż M/R/ e OSW, wi a ostatecznie i 
M/S4/ + M/S,/ = M/W/ G.B.d,9, 


| 2/, Momenty sił S, i 8 
względem obranego bieguna. irsbikyPdiAig* różme znaki 
Zrobimy punkt O! /rys. 14/ R Postępujemy analogi- 
Ponle jak w poprzednim wypadku, 


Many M/5,/ = -$,.OTa; u/5,/ = Są =.0T6 skąd: 
u/s y A/Sp = -8 DA 8O i 


Z rysunku widzimy, Że: 


„ue! 
„i 
pe” 


P 
> 
ASS o 
>= 


AT 


R 
ef gn aa 
Gd 


f e 
ii 


Fo 
$ 
is 
i 
$ 

i 
4 

q 


= 
£ 
a 
= 
$ 


Ea, TS u Ba + %6 


więc pewyżgze równsnie przyjmuje postać: : , 
AE, / + w/8,/ = -8,/ac — 4'6/ $ 5 376 + b6/ = 0'6/8, + 
n a 54° 6 + Sł © = 0Te/S 57 = Q'c.W$ a 


Przypuśćmy, że mamy n aił, wzajemnie Se 
łych, 8x1 erowanych w j säng strone i Leżących na ednej s 
płaszczyźnie: 4; Z 8; eoar eD „A nl; SĄ 


Posługując się prawidłem poprzedniego paragrė ~ 
fu; ala składania dwóch „Pównoległych sir, WANADRI wy 
padrową dwóch sił 5, i sa niech to będzie ,8 A Waa Na- 
steruie wyznaczymy Wypadk ową siły W, i np. siły 533 niech 
„to będzie siła W.. Fostępując w teu spo Sb dalej, przyjęziemy 
dziemy dv następijącezo twierdzenia: 


Wypómwdkowa wd elLu AJ 4% waza 
jem on l e równo le gł gy ehe uj ed ARATE IE 
WOP «oe. r 0 woah. śao ho 16,2 asjod u ję e yo R 
sie na Jeano) pazaszeczyń4Ani ©, TOA 
wa a oTe 1600 Ss UW e,6 0.0913 8 5 ,00= 
n.e jo war «esz 

W 5. Do p Sa P eet 5; + 
Fara Dhal T On! 
Jeata na Cun "rowu A CA4 2 ave de 
ABKOWO z mam eRka w ową ra; p osz 
ate dama miary po disowej w 
przechodzi proa p. nkt So wspo is 
Tzeęedne kriar e oo okreslone sa 
wzorami: 


SL og JE <BR, a E 7 sf 


y e. La 2 a „b Shet žnl | M, 
5 S4 ste So E os -* + BAL F + Sn 
przyczym /1e;%/, /Ko 0/ eese AZo] In- 1 /XpsXn/ SĄ 


wspólizędnymi run.tów zaczepienia, a bryle mise nej; 
sił okład wych /8j, Sp «se. Sys S,/ * 


Jeżeli mamm zmienimy «ierunek prostych dzia— 
łania sił składowych 51 +:-: 8, O jeden i ten san at, 
w jedną i tę samą str ię, nie zmieniając ich punktó 
zaozepieniu. to prosta dzisetrnia wypadkowej tych sił 
obróci się u koła pun su 8/3,,1./ > ten sem kąt w tę 
samą stronę. Purit łaszczyzny S/X,,Y, ać posiadający tę 


= 392 


właściwość; nazywany środ k 4.000 U kA Aa A4,% 
rswmo logłyęch. 


Stogując twierdzenie V arignon u, udwode 
nione w poprzednim pzrugrufio, z początau do» wypadkowej Wap 
dwóch sił OB ąstępnie ú> wypaókówej Wo siły "q i np; 
siły S i postęp jąc w ten spoaćb dzlcej otrzywomy usgólnio= 
ne twierdzenie: ; 


aeut statyszny, wypadk J- 
woj wielu air, wz2zaąajctūnie równa an 
tocayo n 2 Bris roman yoh w jekum Qo ST 
gtrtrona, woglęcam 2o wolni e opr a= 
RoGO Ma p k a a2 oa yAn aen doh d o oa 

«ania bi sguna, równa bię sumie 
elLevcbraiozżznocj Mokonw%ów tych pix 
waględem tego? bieguna: 

M/W/ = M/54/ + 1/$, / + te. + t/ Sy _>/ + H/S 
28 mne siiy wzajęemate rówdodl as. 
eto nivtrówne gobie 1 skie rmawdna 
ne WwW przeciwne gtr ony. 


Rozpatrzymy toraz zsgednienie o sułodaniu dwóch 
sił wzęjomnie równoległych, nierównych sobie ©> do litZę= 
bnej wartości i skierowanych w przeciwne strony, 


Przypuśćmy, że na punkt A bryły materialnej 
dziąłć wiłae S,, a ną ptnkt B siła S. d) niej równoległa; 
przeciwnie skłerowana i taka, że 8,» 8 /rys. 15/1 
Przedłużuy prostą AB w zierunku R A a21B i odłóżmy od B 
do © długość BC spełniającą werunuk AB : BC = W! : S4 
 przyczen W! = Sp = SE / 


Napisana równość wyraże, że punkt B jest punk= 


tem zaczepienie wypadkowej úwcoh wzajemnie równoległych 

i jednakowo Baierowanych sił: siły 5; aziałającej na punkt 

A i siły W”, dziełającuj na punkt O%, Lliamy więc na zasa= 

dzie $1., że siłą 8, działająca ną punat B równoważy si- 

ty 5, i w' =, = SEP i że bryła materialna pod działaniem 

trzębh sił S ŻW! i 8, pozostaje w stanie równowagi, 

I odwrotniu Siły S} 128, działające ne punkty A i B bry- 

ły matorielnej; będą zrównoważone siłą W' = S, - 34? to 

powyższa riwność da się napisać następująco: 
0/8, =- 84/ = 84/40 - BC/, 


POR = AC „By albo 5% : 54 TA + BO, 


czyli: 


SDA 


Te ostatnie równość określa poło: uic punktu O. 


Sire W; równa 00 83 Ml" 


aW czebnej wartości sile W', 
: lecz przeciwnie do niej 
skierowann, jest więc. Wy 
ada sił srt ad owych 54 


y wtcdy wypowiedzieć 
następujące twierdzenie: 


k Wawóch, nier ćó" 
wnych sobie wzajemnie równo l e- 
GS OT JM OBO ORK rewańnych wprzegi= 
was strony, Sił 0,3 5, T ówna Big 
1,0 e JOSAM VO Va M aA BEE ON en Den Bi] 
warto gea J e 8%. 005 mni oh rowno ee 
BAC l Saai rz WODZĄ W BSAP DAE wi e R 
«szej od ty rys. (B= 5,/ ak dł au 0 wej 
W 230% mzo,gt ej, wd aase logo e Bra ex 
atuz enie odcinka AD w s tr on 9999 l 
“i ecik a zej 4 83%, ariond owy ci JB 
w p UNR ex) e MW OS USD. SUDOK R 9d Wor 5 tb. 
nire proooopo jona Llay AV Lei 
WA aaO Wae o S od 0135 

A = "DO a! 

202. m > 
Postig ano mie mżorani ? 
WS Rzym 5. ; 5. s AC = 8, e BC 5 $.: RZE :W=BC: AC: AB; 


z łatwością rozłożymy daną siłę W na dwie siły grzodcwa, 
wzajsanie równoległe i skierowane w prze” de strony: 
1/ kiody jest zupełnie okr-śLohńe jedna składom 
waj 
2/ kiedy są zadane punkty zaczepienia sił skła- 


„dowych, położone po jednej tcronie sd œ: nej siły /rozkłam 


danri/ 
_.  Rozłożeoni- możemy wyłonić + oe a dw 
prayxdadu, zrorimy je Gl WYPRÓKU 2-g2. 


hamy siłę W, Gzieęłacjącą na punkt C AA ID he -- 
dal, chocmy ją rozłożyć na awie si ty 8 w ten 
sposób, by siła 5, dział tł ne punki à n Bel eranan 
„na w bę sanga obrone -o> 1 siza Wy a siła zh gziekała An 


T 


=- 22 — 


punzt B i byte skierown'. w strunę przeciyną niż siły S; 
i w /rys. 16/. 


Aby rozriązać zaznie 
łączyiy prostą done punitty 
4, Bi © następnie wykrc= 
za: SR ślimy równ'ległobo« ABHG, 
m7] eenen Są utórego box AG jest równy 
„AB WSE i równolcgły ć> siły We 
AR > saa, £roślimy przecątną BG tem 
> 05 / Qo rówmoległob.ku i przem 
gi E A c łużamy Ją Go przecięcie 
Pea się 2 prostą dział=nia S 
Pó, 0 ły rozwłaówncej Ww punkcie 
E. Otrzymuj cay wtedy, ŻU 
CE = S$, i Fi = $> 6» 00 
li ebńcj wartosci; ponię= . 
5 waż Ch i FE, z podobień- 
=". stwa trs jirg W GAB, EFG 
i EOB o z dość propre 
| bare a 
ao 481 o AB a TE 
; PAZ RU TS jest tą s.mą propr- 
; cją, której muszą czynić 
"Rys. 16. 0003 dość wyzn'ezone siły, © 
6 Gi URI 7% sę 


Przyjmijmy płaszozyznę azżiałania naszych sił 
za płaszczyznę współrzędnych 20: i oznacziy przez Z » 
yj/ WApółrzędne punstu A, & przez 2 6 współrzędne 
punatu B. Ponieważ punat C dzieli ofe ogfość AB na części 
'bawrotnie proporcjonalne ds liczebnych wartości sił 3. 
i 8, te, posługując się wzorauwi geometrii an»litycznej 

"Bla rsosżtrzędnych punstu, dzielącego żewnętrznie dany 
„dacinex w danym stosunku, otrzymamy dla wsp. o ię 
Xpt / punktu © nastopujące Wzory: 


To aa n 278 
8 ; 5, - 55 Ja K 8. "ro 


Punkt 0/2; a ana AE. srodkiem 
równolłegły ef i 69. Jeżeli będziemy 
E ly aldo GH = en aa AP 
pienia, zechewując ich ułajenią : wńoległoś., to wynadac= 
va w tych sił bdzie si> obracał. dooxoże punatu C, poze”= > 
Stej:c rórwnolegią do swycd Suładotrych. 


Sposobem analogicznym do już zestosoranych w $ 
1 i 2, udovodnimy twierdzenie Va rigno na, atóre 


iiożemy tak wysłowić: s«soment statyczny 

WY DAGKEKOWEJ QW OW OSI 4, waa sj emi 8 
wórmo Jeg ży ek, mia'evtówny sm sobie 
"o, do: MIC 4.80 MA BE] R a 04% 0080651000 86034 88 

T Owan y chow. or eee Lwa eohrzoc i 
W2ZzęĘ J68da e maowotawego pi eż ns OWE A>. 
MORO na Lorn pzas zy o Wio rowna 
82 ale eb wad wneg sumie ROmMeorn= 
KÓW. .tyehkodgi ku Arad ęd em tego Mi es 
BUM a. 


Dowód opuszczany ze wzęlędu na jeso identycze 


ność z dowodami poprzednimi. 


Jeżeli na punkty a i 5 bryły materialnej działa» 
ją sobie rósne, wzajemnie równoległe, lecz przeritnie 
Snierowane siły § i $S , pod dowolnymi zątami do odcinka 
AB prostej, /tylud nieśrownymwi 00 i 1809/ to zgodnie z 
wyżej poviedzianyn, nie jesteśmy r» stanie ich zrównowa” - 
żyć „sdną siłą /ryg. 17/. | 
Rzeczywiście, typadkową 
‘tych sił musi równćć się Ze 
ru, co do liczebnej wartości, 

jej kierune« musi przeciąć 
przedłużenie odcina prostej 

AB w punkcie nies. ończenie 
> odległym tax od punktu A, jak 
St 5 -Í od pungtu B. Stąd wniosau- 
>> : Jenyns 2e: gay A A BTY 


> 


«e materia rreg 
X j AZ saa DG e ES dok 
Pn, RE S+0,BoW .€ MOO WM YB ha 0 
dol 026 DOMENA 
00 '8 1, 4 000% p DA $> 
Cii wua yo ho óro doG UA NAM 
Rys: 17» WUR KR I a eo eee 
; POAN yene V Ad E 
prostej, łaczacaj po nk ty ishn zaczżepie- 
a R T to )-e 7 mo aobi |stwem 
j ; 


5 
ZROÓOWNALaY 


a 


$ tu Beria pary sit 


Dwię siły wzajemnie równ o- 
Teeke nown Co A 0.1 34.0040 bn ej: va r- 
toso dona, Ją:C Go kierunki przecie 
wne yw śśny paraga 8d ża 


Ponieważ za punat zaczepienia «ażdej siły z sił 
, tworzących parę m-żemy wziąć dowjlny pinut, leżący ną pro- 
atej działanie siły, tu zuwynle obieramy punut zaczepienia 
A i B /rys. 16/ w ten spuisób, aby prosta AB, łącząca je , 
była prostopadłą d3 prostych działania sił. Dług.ść od 
einka prostopadłej AB nazywauy ramieniem pa- 
Ty; a płaszczyznę, w której para się zuajduje pł a- 
aobzewazną dz i abtzni a pary». tatę zwycta 
oznaczamy. symbolem /5,,850/; Poin; t, który pierwszy wypro= 
wadził teori, pary sił, vzneczył „ary następująca o Bf e 
7 Iloczyn wartości liczebnej jednej z sił tw.rzą- 
cych parę i ramienia pary nazy any m > men tem s ta- 
tycznym p . ry s 1X, vzględem dowolnego punatu 
jej nłąszczyzny, np. uoment pary sił /S,,8,/ jest. to ilo- 
czyn Sd, przyczym $ oznacza © spólną liczebną wartość sił 
5, i S, a d jest to remię pary sił /rys. 137. 


„Rys. 18. c Rys. 19. 


„doment pary może być dodatni i ujeuny, w zależ- 
Avti d wego vw jawą 6trrnę para sił sbraca sw.je ramię, 
Gdy para biz obraca wsoje rawię w kierunzu zgodnyuw Z 2- 
brotem wsuazóvwi zezara, to mowent nazywamy dodatnim /+/, 
a gdy w xierunsu przeciwnym, tò ujewnym /-/, 


Jeżeli punsty A i © poż czymy prostą, to z.ba- 
czyny. z łatwzicią, że moment par; jeot, co do wart.ści 
bezwzylędnej, równy pcdrrójnemu polu trójkąta ABC, a więc 
trójkąta posiedającogo wierzchołek w punacie zaczepienia 
Jednej z sił pary i mającego drugą siłę jako podstawę. 


=> apts 


s 


woment pary sił przedstawiamy żwykle geometryoz= 
nie, za pomocą pevnego wektora; aby otrzymać ten wektor 
wystawimy pr. stopadłą do płaszczyzny działanie pary sił; 
na taj prost>padłej, nazwanej osią pary siły 
odętniemy podług obranej skali liczebną wartość S.d. 


Zwyklę post ,pujemy nasi vująco: Erzeprowadz -ity 
28 pary sił przez śr. dek ramienia pary sił i na tej >si 
vacinany liczebną wartość momentu w tę str ng od płasze 
czyzny działania pary sił, aby ratrzący z Końca wektora 
na jego podstawę, widział ranię pary sił obracające się 
w Kierunku zgodnym z ruchem wskazówki zegąra.. Dlatego. też 
ne rys. 19 moment musimy odciąć na osi pary nad płasz- 
czyzną, a na rys. 20 pod płaszczyzną Gziałania pary. 


iioment pary jest to więc weutor l, wartość 
liczbowa ktirego jest S.d, prostą działznia ~ oś nay, 
a «Kierunek załeży Od «ierunku cbrvtu ramienia pary di- 
okoła Jsi pary. 


cara sił, działejące na materialne bryłę nie 
może być zrównoważone jedną siłą; vo tym było już '©wiee 
dziane w Końcu $ 3-g0. Ta własność par może być udowo- 
niona zupełnie ściśle. Przytsczymy tu jeden ze sposobiw 
dowodzenia. 


bo lowoirer,r da-zoe n dele 
n 1 © pogBolra da a Wy p ad 250 

Przypuśćmy, że siły 5, i 5, nie są sobie równ 
ne, co do liczebnej wartości, i nieeh np; SZ >8S ; wtedy 
składając je turmymąm, pawia wypadkową Y, której: liczbo= 
wa wartość jest 8 S /rys. 21/, a punkt zaczepienią 
oxreśla się za poboa proporcji wo S, = AB : BC, 

czyli Wnr ona Aa 

-= Z tej proporcji otrzymuje” 


> a 

A ABE GR W N="BAZ8 1 
A Praniu dny teraz, że 
A siły Sa aE przetworzą 
ź JO, Sig w parę it, to punst 
ZAB zaczepienia ich wypadzo= 


dA wej przesunie się w niem 
szończoność i para sił 
Aa hie posiada, 
Ci GEA 


Rys. 20. Jeżeli a przy 
puścimy, że wypadxowa 7 


my równoważny - 
SA) 


mARIÓN BK oh m 
ctGO HE O KH r" N 


> 202 


A znajduje siy pitaa pła- 
2 U szczyzną działania pary 


ae u /81,5,/, i leży gdzieś 


w dbrzestrzeni /,rys. 22/ 
> pa ta robiąc dwa punsty ne- 
śRjdokana jn Ko zg bryły materialnej 
R zuieruchcmymi, mianowicie 
$ jeden C, na prostej dziz= 
dr zenia wypedwowej W, a àpuw 
sda n BOR 'gi A, na prostej działą- 
8 aaa R a nia jednej z sił pary, 
ke: zobaczydy, że dwie siły 
Wa 5,, jako przecinają 
ce nieruchomą aś XCAT, 
T przestana wywierać dzia- 
Nha łania na naszą bryłę, a. 
; trzecia siła 5, bydzie 
Rys. 21» Jbrecała bryłą dooxoła 
osi ACAY, 00 byś nie pa 
wimi i nie może przy obecności wypadkowej W. Para sił 
ni: pęsiada więc wypadnowęj, ©.b.d.o. Ag: 


Dwie pary, jako 
dwa ucłady sił, wywierają 
ce jedna nowe działanie na 
bryłę materialną, nazywa- 
L Ł» 


At GE 


aa bar 


zaa Li RYB. 22. 


weźmiemy /rys. 23/ w przestrzeni odcinek rə- 
stej A'B', równy i równoległy do remienie AB, pary /31,852/ 
i przyżdżymy w punitach A' i B' po dwie, wzajemnie równo 


ważące, siły 5], 5" i SA, SJ, równe i równoległe do sił 84 


i $.. Oozywiście, Że sd przyłożenia do punitów A' i B' 
tych czterech sił, dziełanie pary /8,,5,/ na bryłę nie u=- 
legnie zmianie, . 


Wyureślmy równoległuboe ABA'B! i przeprowadzimy 
rocekątne AB! i A'B. Suładając siły S i SK otrzymemy wy- 
peadxową, równą co do liczebnej wartości 20, przyczyn 8 
oznaczy wepólną liczbową wartość sił 5, i 8,. Punast zaczem 
pienia tej wypadnowej będzie się znajdował % punecie O 


| 


i 


= 2T 


przecięcia.si; przekątnych 4B' i UB równoległoboku ABA'B'. 


Rys. 29. 


S„ładając nestępnie sity S$. i 54 otrzymany wy 
padzową równą 25, co do liczbowej waftości, i uającą punkt 
zaczepienia w punacie 0. Otrzymane w ten spusob drie wy- 
padkowe są sobie równe, cv do liczbowej wartosci, działa- 
ją na ten sam punit bryzy mater*: lnej O i są przeciwne 
co d2 nierunnów; Oczywiście, że (6 siły wzajemnie się ró- 
wnoważą. Pozostająsytedy dwie siny $1 i S4; te siły two- 
rzą par, sił /55 ,S7'/ , która jest bówn2 ażną z parą : 
[343 52/, lecz 13 przesuniętą równolegie do niej w in- 
nę połSzżenie, c.b.d.o. 


TILE WWa er wzen Lie 
siata pary wiz na./bryżto mas 
wera arinaą mie ulegnie zm iani e; 
edy o0brócimygpareęe w płaszć zyŻż” 
nie JeJlodazdoaX aNYA. MO OKO a AW 
wol Sj pta g2 ; 


RSW O S e EO E ND BAY 
W 


Fyobreśny sobię parę sił loas 8,/, ranię któe 
; cheguy parę tę obrycic tak, aby ramię jej AB 
położenie DC /rys, 24 na płaszczyźnie działania 


Przyłożymy do punuatów © A i D siły SĄ; ska i 
54, 8% równe S, co do liczbowej wartości i skierowane 
w sposób wszazany na rysuniu /rys. 24/. - 
Ponieważ te siły parami wzejeunie się równoważą, %0 
przyłożenie ich do bryły Ra. nie zmieni dzia- 
łania pary sił /81, w ne tę bryły | 
?Przeiłużny proste działania sił S., 8, i 8! S's, do 
Leg vzajennego przecięcia W punatach dy B3 t ii 
otrzymamy w ten sposób rýównolesřobok KFGi bydzie 
rombem, ponieważ EFN = BGH /gdyż oba trójząty mają 
bosi równe: LN = EM = d i równe aąty EIN = EGE /vięc 
L-G = Ei = FH-= GR. 


Przesuniemy PA zaczepienia sił S$, 1 
S" do punutu i i sił 55, 8" dv punktu H. 

Składając parani siły S7 4 s% oraz S iS".,, otrzy- 
o ich wypadaowe sA ŻW. 
Liczbowa wartość tych wysadnowych jest nan nieznana; mo 
możemy natowiast pi awe że one są sąbie równe 
co do liczbowej wartośc 


9:3 


WO, ma 


i wzajemnie rówqolegle,gdyż otrzymaliśmy je przez składa 


nie wzajemnie rownych i równoelgłych sit.Oprócz tego pros- 
{te ich działania będą dwusiecznymi kątów przy wierzchoł 


"kach E i H rombu na zasadzie czwartego prawa statyki (roze 


Pio RAB 


dzaił a siły W i W se, otymane od składania 
rownych Berd 3041 03 ak ; , 

kątna rąm u zieli katy wj SZBPterZEKORKOUh Rany oS Praon 
więc siły W, i Wi jako dzielące kąty E i H na pot,bedą 
skierowane wddłuz przekątnej EH i dlatego będą się ` 
wzajemnie rówrioważyc, : 


Pozostają siły Sļ i = ¿te siły tworzą parę sił /8; 
S4/ rownoważną z parą sił /5,,85/,0 b.d.0. |. 


Z ostatnich dwóch twierdzen o parach sił wyciągam 
następujący wniosek: dżiałanie pary sit 
Na, rycę marervLrarne nie ul opr 

"a Zmianie rad v>"porezoniveagd om 

4, mo dowolne ozeni, pod Jed- 
ym warunkiem, Z 6 PŁASZCZYZNA 
Lra TANT a peA Ty ea Too Ww oaMowym: po 
gzomaiw. bedzie rovwnnóleaegra do 
oczątkowej pkadasoczyzny aZ inns 
SWIA: Deary SL 

Udowodnimy teraz nastepujące łwierdzenie,z kolei 
czwarte,o parach sił: 

TY, fw tide wAżzenade,dzaaianie pa = 
wyc am kona "BrydeB mAaVvPrL.eihtnaąa nade 
ua eeni smianaea 81y scZDTWA 
warto sgo sid parę tworzących 
irani egipary zmieni ny w teon 6 p9- 
30b by. nomment pary zachowa 
swa vartoseo liczbową. i anak., 


Wezr parę sił /S,,59/ 
i zmicway ją w ten dpoSob aby 
siły tworzące były Q*.5,c0 
ds, do liczbowej wartości/rys.25/ 
2 Rozłozymy Siłę i dwie siły 


4a, ma równolegle i jedfakówo skierom 
4 Tą oa a : wane Q i /8 z Q/.Przytem bę- ` 
i * a dzie zachodziła proporcja: 

f 3 hi 
\ eee a |)  Qg:/5g70/: S = AB:BO:AC 
\] eA Następnie złożymy siły 5, 

Ww a AA i /3,-Q/,dziatające na ten 

X W r san funkt A, otrzymamy ich wy”,, 

Xi A padkową,ktorej liczbowa wartose 

WA RIAA jest; 


581-/82-0/=8,-5+Q= ©: 04 


-30 -- 


Mamy wtećy siłeQQ, działajaca na punkt A i A poż 
do góry/rys.25/.Włamian da pary sił / / 
mamy nowa pare sił /Q /.Wyzej napisana e. 

daje S„AŻ = OG, przydzyk QAC jest momentem pary /04 09/7 


Zmienilismy wiec liczbowa wartosc pary sił i jej ramie, 

ozostawia jac zarazem momenty par bez zmiany,przyczym 

zaiłanie pary sił na bryte materialna- od rega nie uleg= 
ro zmianie,c.b.d.o. 


Na zasadzie ostatnich trzech twierdzen o parach sił 
otrzymujemy wniosek: 


Doa axan le "pary aL : 

iatna br vace nnie aleegenie zmia- 
a le, e Aay zadawapim ja aruga pa- 
ta. l w Ananau acia aLe w pej 
samej. p+2za3azczyznie a 1 bO w 
p<aszęzyżzn ie «vo. 4 X eg rowno le ęg- 
= ej, p 0d JewGRym -«warunkiem,z e 
nova: para Bed aie :0bracaxa b ry 
me .madtewadaa latac w te sana stroos 
nec Luz eo orbo eyy sza sSTky aa ra a 8- 
nia POR BY. pozo gtanai 65 Dez zmia- 
ny, 


Te. ntacnoot pary sir,jezeli przyjmiemy pod uwagę to, 
co było powiedziane na poczatku tego paragrafu,o wekto- 
rowym przedstawieniu momentu M pary sił ,możemy krótko 


w razic: dwie pary 81% I a& rowne; 
j eżeliich. momentymgeone t r y cr- 
nie rowneNiezmiennymi, sa ty 1- 
ko nastepujace vartos cha pas g 
8. iZ: = śm > 
Tkierunek pxrostobadaRej, wy = 
stawaonej dO SD*GSZwZcZzZYznYy 
dziatania pary 8a 4X, 
2.k ije runek obrotu ramiemni e 
s ixr; i 
3żLl1oczyn siły przeć ranie 
Pary. 


Wszystkie te trzy własnosci pary sa zawarte w momen= 
cie- we ktorzże „pary si 4, Mozemy wiec 
ostatecznie powiedziec,zeć::d z 4ałtłanie party 
si K nB. maj eriain a, bryze w z u 
pewnosci Jest okreslone prze z 
moment pary. 


Udowodnimy teraz nastepujace twierdmenie Varignona 
o momencie pary sił; 

Vao oWwiaje r dz en tie: uma adl5ebrae icz 
RB nomment ow Sartr *ćworzacychk ; 


m 


mówią 


parę, wag lędoem 00o0WwOodneso punka 
tu paaszczyzny aziarsnia pary 
sir rowna sie momenton pary 
BRT 


Niech będzie parą sił /84,84/ 
działającą na punkty A i B 
bryły materialnej B 26/.P 
Przyjmijmy punkt G,żnajdujący 
się na płaszczyznie dmiałania. 
ARA 5.5 E | pary sił,za biegun, względem 
| ktorego będziemy brać momenty 
sił,Przeprowadzimy przez bib= 
gum © prostą,prostopadle do 
prostych działania pały sił; 
SB ta prosta przetnie proste 
E działania sił w punktach A, 
1 By» 

Oznaczając przez a odcinek GA, i przez b odcinek OB; 
wezmiemy momenty sił pary /81,59/ względem punktu O, 
Dodając te rownosci otrzymamy; 

M/S,/ + M/59/ = 8,8 = Spb => 8/b-a/=-S „Aj 

przyczym $ jest liczbową wartoscią sił pary S, i 5,3, 
otrzymalismy tu znak "=" przed iloczynem Sd „pdniewAz 
para sił /5,,8,/ obraca ramię w kierunku przeciwnym ob= 
rotowi wskaż ówók zegara.Ostatec nei mang, że: 

M/8,/ + M/8,/ = M/84,89/ bo M/8,,5/= — 8.4 
Przejdziemy teraz do skaładnai pary sił;złozżyć kilka 
par sił,to znaczy zastąpic je jedną wypadkową parą sił, 
rozłożyć zas parę sił -znaczy zastąpic jedną parę sił 
przez kilka par siłk,wywierających to samo działanie na 

bryłę materialną, 


Rozpatrzymy z początku najprostszy wypadek,mianowicie 
kiedy płaszczyzny działania składowych par są, w sp 6 1- 
me arbo wzyajemn Le rowno legie. 


W wypadku kiedy plasz- 
czyzng działania par 

| sił są wzajemnie rowno- 

= ległie,mozoemy na ZaSsa” 
dzie Il-go twierdzenia 
o parach,wszystkie på- 
ry sił przeniesć na 
jedną płaszczyznę;przyj= 
mijmy tę płaszczyznę za 
płaszczyznę rysunku/20/ 
a aa e. i 
par sir /8;,54/,/85,85/v. 
„./sh,88/,któtych jan 


AZ 
„sł dni ag 


miona są odpowiedno rowne d,,d +03 A 

Aby złożyć te pary poeakozłatdiny? je tak „zdby. wszyst 
Ra miały to samo ramię d,co możemy uczynić na mocy 

I, twierdzenia o parach, 

Na zasadzie II i III twierdzeria o parach,przenie= 
siemy je tak,aby wszystkie pary składane posiadały 
wspólne ramię ad. Wtedy 1iczbowe wartosci a par odpo". 

wiednio sea 


BI. ia; a o -7 ae ot, > Kas e, FP | 
Składając wszystkie siły,działające na jeden i na dru- 
gt koniec ramienia d otrzymamy parę o ramieniu d i o 
siłach,których liczebna wartość będzie się równać su-. ; 
„mie algebraichnej: 


miena 7 -1-7 S' dy Pią 5" «dy + sm, aà + aaa i = S 


3 
rys.28/. Mamy: n > 
ak AMS de a 
M/84,8/= d.-3-/ 5! „d. Sai S J2 +. e: 5 .d/= 
"RW Sna + 60y45 6] 


z drugiej strony mamy że: 
Stid] = M/S1,8)/, -S".d,= M/SH,SH/, 
Sid, = M/57,59 / .. arae M/S1, 59 73 
ostatecznie więc: 
p ZE M/S, S4 / > s 53/ 4 M/S$, 158/4 = i 
„+ M/s% 7 


euen to, jako następujace pwierdz ni 


i 


n Moment par yor 
ónd A wypadkowej od 
$ > aa! składania kilku 
* parn posiada A 
We SO yen o Wop oln aAa Ll = 
| RED O o weagje Maig 
=  równolegie płas z= 
boóokoczymnam dałazsnia 
| at owna mao. a LE © b-rār 
ooe an e)  »RMRO nos 
t m enst ow par, Skra- 
eioan e A OW y © Mu 


Jezeli sity mierzymy kg., a 
drug 50 M., tO moment par» y 
sił /*dzie wyrażać się w jed- 

nost Kach stosowanych skem, 
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Dla zakohczenia teorii par musimy jeszcze rozpatrzec 
składanie i rozkładanie par w wypadku ogól 
n y m; mianowicie kiedy płaszczyzny działania par nie 
są wzajemnie rownolegie,lecz mcrą się przecinać,Ponie- 
waż składanie takich par sił s; .owadza się do składa- . 
nia sił, działających pod kątem,to składanie ich roz= 
patrzymy w następnym rozdziale,w ktorym zajmiemy się 
siłami o prostych działnia,przecinających się wzajemnie, 


$ 53 po wormazLleBcCC ZNANI WZA J em- 
nie- "rowmoleśslych,ak ie £.0 way oh 
wprzęeciwńne.  syrony "znaj tn Nar 
cycw usiana Jedne praszo z $- 
nie, 


-Przypuscmy, że mamy ne płaszcezyznie siły Syr Sz 83. 57 
O 14, fe 
-vzajemnie rownoległtyęki skierowane w rozne strony, 


Unowmy się uwazac siły za dodatnie,gdy są, sitiegdwake 
w jedną stronę,i za ujemne, gdy w stronę przem. 


Oznaczmy przez (544147 s/%9s99/1/%3Y3/ TERS wgpoł= 
a rzędne punktu zaczepienia A 


AS, > 4 
dj A 53e Sy’ 


> Z ą i X 

eo x K dsi i \ Wezmienmy wszystkie siły ukła= 
, st! \ A Wau skierowane w tę samą Stror 
je: ac) #¥ jnę,np.siły dodatnie i znajdzie- 

e | SG: aSa y J 

2 2 > my ich wypadkową W, krę) 

gc | BN FAM sposobu wyłtozonego w $ 2 tego 

jewa 2) RR irożdziału. 

> d4 \ ; Ą 


/Nestępnie złozyny wszystkie 

As IPA RASA „<" Siig ujemie,otrzymgmy znów 

A Ee" pewną wypadkową W,, rownoleg 
łą do wypadkowej W, i skierowa- 

ną w stronę przeciymą,aZachodzie 


120 


+. 
ta 
7o 
42 


mogą przy tym trz adki. > 
ada oman 5 d y W. Wo nie SĄ. sQ= 
nie rowne oo. ao liczebne j war- 
U oesicanra Droste asi ałramada deca 
są współne alo wzajemnie rown os 
legł e, : m . 
Składając te siły W, i W, na zasadzie $3 BAY a 
adkową W,ktora będzie zaTazem wypadkową układu sił;5 
24$6:. 5,.liczebna wartość i kierunek /znak/ tej wypad- 
kówej W okrdsli suma algebraichna sił układu 84432233 SA 


a. = em = ñ 


Pozostaje jeszcze okreslić prostą działania wypadko- 
wej.Podamy tu awa sposoby dla jej wyznaczenia, 


— ta. 52 


„ 


Pierwszy ,spos ob oparty na twierdzeniu 
Jo Ea omoro ać w analogiczny sposob 


SBBOGEKRH 


do poprzednich. 

Twdaiderazenie;Moment staty o z 
y wypadkowej wiolu s £i w2 a- 
SMILE Towi olee tyeh skior oona- 
Yen w prz2zoco wno strony 1508 j- 
uga c yen 9e ne Jednej p raS is 
ZYaNRA M WZ5LęĘdaEem. dowolnego 
LBG BERKA: VE J PDŁraszczyzNKy, COW 
a Sle aumie adm ebraarozyuej 
omentóow sił składowych 
żzelędem «tegoz bieguna. 7 


„Wezmy biegun O na płaszczyznie działania sił i prze- 
prowadźmy przez niego prostą MW prostopadle do prostych 
dziatania sił układu,Oznaczymy ramiona sił odpowiednio 
przez d,,d_,d 2 „uważając je jako dodatnie (+) 
gdy są ddzóŻore od bieguna O w jedną stronę,np. w pra- 
wo i jako ujemne (-),gdy są, odlożone od bieguna O w , 
stronę przeciyną,np.w lewe,Przytym jako dodatnie uważa- 
my te siły,które mając ramię dodatnie,bedą miec moment 
względem bieguna 0 dodatni;tak np./rys.29/wielkosci d 
dn1 53,5 54 bierzemy ze znakiem +,a wielkosci d do, 3 
5 3 zé ; 1 


, nakiem "=", 
490 ARA. 
Będziemy miec wowczas: 
Mł i isn ien 
Wal = dag og uz =.5>.d 
jaj „t szy i i 
in 


przyczym à oznacza tu ramię wy] sdkowej W = 27,8, 
a 8d. = M/S./ moment siły składowej uki=du"*1 
5; zělędem bieguna o. 


Rante wypadkowej W okreslimy za pomoca, wzoru; 


d - ar wå 
ia t 


Jezeli na prostej MN odłożymy odoinek 0A = d od 
bieguna O,w prawo lub w lęwó,w zależności od znaku 
d,to otrzymamy jeden z możliwych punktów zaczepienia . 
vypadkowej W,a więc określimy prostą jej działania. 


Drugi: sposob dla okreslenia prostej 
 daiełeni» wypadkowej polega na wyznaczaniu srodka 
czadu siri TOWN Z a y CN, przez 
ktory musi. przechodzić prósta działania wypadkowej W. 


Dla wyznaczenia wspołrzędnej srodką uzy jemy otrzyma” 
nych w $ 2-im wzorów na wspołrzędne środka wielu sił 
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rovmolegtych, jednakowo skierowanych i wzorow otrzymanych 
w 9 3-im, na wspołrzedne srodka dwogh sił rownoległych, 
skierowanych w przeciwne strony,Oznaczymy przez S,„,S,; 
3; . .Spą siły układu skierowane w jedną stronę,a Jrz z 
Sme1: Smu2 * * "Sp Skierowane w przeciwną, 

Jako punkt zaczepienia wypadkowej W, SŻŁ 84:89: Św 


obierzemy srodek tych sił, ktorego wspołrzędne 300, 
okreslimy za pomocą. wzorow: 


S..X, k Dneko * DeX ANUSIA e 
8, + So +$ Są BOZE, Sn 
„oma zana a U 
8 > 


8, + So + 53 + ...a Sn 


Jake punkt zaczepienia wypac. owej W, , skierowanych 
odwrotnie sir Saet? mp2 Smeg *' ła 23 tez ich 


srodek którego współrzędne x", y% okreslity wzorami 
analogicznymi do poprzednich? 


Śme17m=1_7 Śn+2* Kme? Pear Satxa. 


xE e T ATN =n pav mik om 00 DO REA CRA D ma O GOD OA O Da VESD eare 


8 ; s 
a Sans1 + Snt? P serso Sa 
mo» r o t a a S 0! a, 
> Smi ORAZ SN KA: 
Smet m+2 n 


Wtedy, dla wspołrzędnych środka rownoległtych sił W, 
1 Y ktory zarazem bedzie srodkiem wszystkich sił 
ukłAdu S4>599** Sa? otrzymgmy nastepujące wzory; 


Ww «z. + W ze 
Xa BĘ aye ww sro paer omnu ia ong 000 ma ma GA OO bam aaa oan Yg = CAB SAS 
Wa + Yo W3 Wo 
Ed e 
gdzie musimy wstawio powyższę wzory dla xa, Yar IT 


 Wykonywujgęcć tọ aperacjg, otrzymęmy ostateoznie takie wy- 
razenia; 


i=n i=n żę 
POZ x a s 
* a RE nm) em a eee DA RD GIO GM y Z pe du od a eo ma a - ioga ona mio a 
8 ata 5 rn 
raz a y 


{st i=T 


Wypadeksarmmgi+ Siriy W. 1 W są soobie 

© OWARE, ©0000 Js dz e bón e j wartos- 
Gd, 8 roste icn M2 tavRańnaLla a 
wzajemnie rowno l eg l e.Mamy w tym 
wypadku pa rę sił, 


go” al.gebraiczng sił układu: 54 p So T 53 + ++85, sa 
am. 8,=0, W=W, - W, = O$ suma Poonia 
ipa aE $ PEE 
momentów sił układu „względem dowolnego bieguna, 1ezą- 
cego w płaszczyznie sił,musi być równa moment owi, pa 
ry sit /patrz tw.V ,$4/,a więc ta suma nie moze być 
równa żeruż 


i=n 
M = M/W,,W,/ = Sx RADCĄ 4 0 


Ostatnie równanie daje nam wartość i znak momentu 
pary sił,a więc w zupełności określa Par$. 


Wypadek trzesie g ai Ty Wosk Wo są sobie 
rowne Co 4 0 i zBbn e j Wwa r- 
OBO 7% dZ tantana wzadałuz 
tej same j prost e j. W tym wypadku 
mamy równowagę sił,czyli siły układu wzajemnie 


TOWNOWAZĄ. się e 


suma algebraiczna sił układu 54* So +$. + 5,2 


3 
ian A : 
Bs Sy = O i suma algebraiczna momentów 
i=| 


statycznych sił układu,względem dowolnego biegu- 
na w płaszczyznie sił „też jest rowna zeru: 


Bac tez warunkami Kon te czaywymi 1 
wystarczającymi dia równowagi 
wzajemńke : zównolglych sił na. AAS, są. rownsó 


imn ZE 
ka S4 R O 


N 
=" s 


III Si riyy kvtorycm proste dzia 
taan ia pPzzecinajag s1e.w.j'eśuy 
punkeie, 
$i Dwie si?y dziatbajagaóoćG AA 
oo Aaen pUnK Dry mater 
nej : 


Wyobrazmy sobie,że na dwa punkty bryłg matrial- 
nej działają siły,ktorych proste działnia przeoinaja 


seda 


tych działania do wzajemnege punktu Gee Big; 
en punkt 


Niech więc na punkt A bryły materialnej /rys,30/ 
działają siły 5, £ S„.Wyprowaazimy prawo składania 
takich sił,to jdst wfznaczymy ich wypa..kową,. 


zA W tym celu przedłuzymy prosta 
5 ZĄ działania siły S,,A0,0 odci 
SA nek cB rowny długosci odcinka 


a 


Erno, 
OE rowe my 
„z Sa "= MĘ nP 


ewent” 


3 


wiac siły S4 i Sł, rowe co do 
liczebnej wArbos i,lecz skiero- 
wane przeciwnie wżdłuz prostej 
ich działania fB, 


otrzymamy siłę działającą na ama ARE racan 


ziała jaog 
na BREE 

silę 8,,działającą na punkt f. Ta ostatnią RA: a 

s & 

p w punkcie B.Wtedy na punkt B będą powa 
e procz tego pozostaje jeszcze siła S, dziśłajgca n 
punkt A. Ponieważ dwie siły S, i 5% vzajemie się 
rownowazą,to wypadkowa czterećh sił S,,55,805 i 55 
musi byc rownówazną wypadkową dwóch si} początkoftych 


-38 — 


4 BE So i dlatego musi przechodzig przez te same punkty 
yły.” 


Wypadkowa dwoch wzajemnie row: „.ległych sił 54 ad 52 
na zasadzie $ 1 poprzedniego rozdziału II.musi przes 
chodzie przez punkty © itd% 


O siłach S8 i > działających na punkt B pod katem 
do siebie , moś emy a zasadzie 4-tego prawa statyki /xroz- 

dzial A7. powiedzie, že kierunek ich wypadkowej musi dzie- 
lić na pół kat NB k t.j. masi przechodzić po Pa 

nej Bd ukosnika cBfd, 


Stąd whioskujemy,że kierunek wypadkowej sil: 55 i ? 
przechodzi przez punkt 4,u wiec i wypadkowa wszfstki6 h 
czterech sił 54,9 b, 38,58, bez musi przechodzić przez punkt 
d,a stąd aa 18/1 wypadkowa dwóch sił 54 al CZE 


Ponieważ te dwie siły S działają na punkt A, 
więc i ich wypadkowa też Ra przez punkt A. 


Reasumując ,mamy, ze wypaakowa, przechodząc jednoczesnie 
przez punkty A,d, musi być skierowana wzdłuż przekątnej 
Ad rownolegloboku Acdb ,wykreslonego na odcinkach pros- 
tych Ad i Ag ,przedstamiających geometrycznie siły skła- 
dowe Si q RZE 


Określ iny więs prostą działania wypadkowej sił 5 
PZA przez punkt A,zaczepienia sił 805 

liczebna wartość tej wypadkowej, ktorą, * przez W 
jest nam narazie nieznana. 


Aby ją, wyznaczyć zob do pun 
zg ktu A siłę W' równą,co do liczebnej 

pa BRA wartosci sile W, lecz skiero prze= 
e "ve. Gialle /rys. | 1/. Poniewaz ta siła W! 
aa ś rownoważy sify S4 i 89,t0 wypadkowa 

dwoch sił W i Ś „mus? romowažyc 

fa! sile B,,a więc misi bso jej równa co 

f do lrofebnej" wartosci i skierowana 


Z 


Ga 5 W jest równa Gdożnkowi Aday 
wiekszemu od długosci przekąthej Ad; 
wtedy siła W! jako towag sile W,co do 


b : liczebnęj wartosci,lecz przeciwnie 
Pa dż skierowana, będzie przedstawioną Zura.21/ 
asa odcinkiem Ad. e zas tych 
SN dwoch sił W! będzie na zasadzie 

„sl tylko co ona prawa skiewowana 


R wzdłuż przekatnej Ae rovmoległoboku s 
chya SI Abed,,wykreslonego na siłach W' i 8 Ę 
$ A wigc wypadkowe. tą bedzie działała 
PORA, nie wzdłuż przedłużenia Ac' prostej 
dziatania siły 5a- Ac, lecz wzdłuż jakiejs innej prostej àe 
a jezeli tak,to k zasadzię 2-go prawa statyki /rozdzial I/ 
w żaden sposob nie może zrewiowazyc siły Spe 


ZA 
2- 


Otrzymalism sprzecznoso, przypuszczając, ze liczebna w 
wartosc wypadkowej W jest większa od długosoi przez- 
kątnej rownolegloboku Acdb. 


Analogicznie przyjdziemy znowu do RAE EK jezełi 
załozymy,że liczebna warbsò wypadkowej W sił l's 

jest równa jakiejs RAE Ado frys, 1/ami jsżej 8 
przekątnej A.d,a więc iozebna” wartość wypadkowej W 
jest rów: dż przekątnej = A.d = W kozeny "iso 
*wygłosio następujace twierdzenie: 


Twierdzenie: Wy p adkowa dwoch 
sa 4, 0zjiała2a) A © y © na jeden, 
punkt: brywy. materias ine b row- 
na sist co 00 - Leag Pace ar" 
toso długoBci. przeka tne "3 
rownoległoboku, wykr z slənegoọ 
na siżłach SKi ê dow a 1. We ae 
skierowana wzdłuż e s Że prz e- 
kątne A. 


POOO a wykresliċ trój- 


-a i rownoległy do siły S$S,,i a, w 

7 al tą samą stronę „następnie 2 konca tego 

A i odcinka b przeprowadzimy AE bd, 

Ę równy i równoległy do siły S „Lącząć 
punkty A i d za pomocą odcinka prośtej 

Ad „otrzymamy trójkąt Abda,ktorego bok Ad 

będzie przedstawiał ,co 40 liczebnej war- 

tósci i kierunku, wypadkową W sił skla- 

dowych. 54 i Spe 


Dla obliczenia liczebnej wartosei i 

i kierunku wypadkowej W mogą służyć na- 

 stępujace wzory,które otrzymujemy wprost , 
z własności trojkąta: 


W = s? + SZ + 28,.8008/8,,8,/ 
+vs.35. | | 
„| p” t Sji Sz: W = sin/8,,W/;sin/S,W/:sia/B,5,/ 
ŚNIĄ przyczemiyg , 8,/ = ©. 


Na e A poprzedniego możemy rozżzłtoż y o daną ang, 
silę na dyie EDO AG lata których tworzą, między sobą, 
kąt ix # O , i £ 180 przytem mogą byc następujące dane: 


1. Loano wartos i kierunek jednej składowej; 
2.proste działania obu dkładowych; 

3.liczbowa wartosć obu składowych; 

4,wartość liczbowa jednej składowej i kierunek drugiej. 


n 
ao 
PĘ 
a 5 

o 
NĘ 
5% 
e. 
0.2 

= 
5 ct 
l n 
oE 


Wey ehin A 


$2..Wi e To SoPa 
j ateriralnej. 


eden panki ory Ey 


$ 
BH 
9 
ea 
fas 


Miejmy dowolną ilosc sił, ktorych proste działania prze-, 
cinają się wzajemnie w jednym i tym samym punkcie;przesus im 
te siły wzdłuż prostych działania az do punktu wzajemnego 
„przecięcia się otrzymamy układ sił, działających na jeden, 
ij ten sam punkt /rys.33/Np.na punkt A,działają siły 54:55 

| (83,54 1 85.8tosując udowodnione w §11 tego rózdziału, 
A twierdzenie o rownoleglobo- 

i CA ku sił z początku jakichkol- 
wiek dwoch sii,np.S, i 8 
nastepnie de wypadkowej f 
six 5,1 9, i do siły 8. i tå. 

yujefly J 


SCO 
ES A " 


otrz następujący mio- 
sek: 
Wypadđkowa wiaœďalu 
eC LLadazrzigarra aoe 4 h 
na jeden punkt 
Co TOL e zenne 
m Wa STY oB Coad Kd e rune 
SA ku jest rowna 
SE k żamykającej wie- 
7 aa Loboku kiego 
dy boki przedsta 
j R w acj g eC O doi Lid o z 6b- 
KŻ x nej wartos RASE 
sA kace runku Sily 
; Ye * Skót ad ow e 
Wielobok ten nazywamy 


wa elo bpa em Sil; 
dla sił S,,S,S-.,S, i Sn; na rys.33 wielobokiem sił jest 
wielobok AhtAknIAi4- -ejzielnie wykreślony wielobok abcdef. 
Wypadkowa sił składowych W posiada tę samą wartość liczeb- 


ną i ten sam kierunek,co i odcinek prostej AF albo af,bę- 
dącego zamykajacą wieloboku sił. | ; 


W ogolnym wypadku,kiedy siły składowe nie lezą w jednej 
e sił będzie wielobokiem p rze s- 
rzennym i tylko w wypadku szczegolnym,kiedy si- 
dy składowe znajdują się na jednej płaszczyznie działania, 
wielobok ten będzie wielobokier p łaskim, Zauwazżymy, 
że boki wieloboku sił moga wzajemnie SE się;np. 
wielobok sił /rys.34/abcd dla s . ZE 2153 184: 


Wartość liczebna i kierunek wypadkowej, oczywiscie nie 
ulegnie zmianie.gdy zmienimy porzadek w którym przeprowa- 
dzamy boki wielobcin sit. alho kiedy niektóre siły składo- 


= if = 


we zamienim zee ich adkowe, 


W p a yu wypadku kiedy mamy tylko trzy składowe 
siły: S „działające na jeden punkt A,i nie legg- 
ce w POX 2 Ea ich przedstawi się 


frys. 35/22 pomoca przękątnej romoległoscianu zbuđowane= 
go na tych siłach, jako | 8 


Zagadnienie o rozłoseniu daw 
fer nej siły na n składowych nie 
ER lezących z nią w jednej 

ć j płaśzczyznie, będzie w zupeł- 
R i f ności określonym, jak to wi- 
aa JE ZGĄ dzimy z wieloboku sił,gdy da- 

"yy A ne są wartosci liczbowe i kio- 
> S runki /n-1/skradowych. 
ER N Będzie ono również określone 

ś 4 + w pewnych innych wypadkach np. 
ASG *;3 kiedy rozkładamy daną siłę na. 
7 a :* trzy składowe,skierowane wzduz 

. pa TY te są wzajemnie prostopadłe to 

skkadowe są rowne,co do liozeb- 
nej wartości, rzu utom danej sity 
na te proste. 


Warunkiem konie cz- 
nym i v starezaj ag y m, aby kilka sił 
s że a ja jeden punkt bryły matwrialnej o o 
in” yty posie yY wa ogoloD0oi. siat 
był zamknięty: 


LJ szczegelnym wypadku 
Poey mamy tylko trzy siły 
składowe 154152353 działaja- 
ce na jeden punkt ,warunkkem 
niezbednym dla równowagi jest: 
1. aby leżały one w jednej pła- 
szczyżnię, ponieważ każda z nich 
musi być równa,co do liczebnej | 
wartosci i przeciwnie skierowana | 
èd wypadkowej dwoch innych sił; | 
2. aby czyniły one zadość równa- | 
niom: 


543 Sp: go „83/3 zstn Bi, 84: 
slain Sn 


poniewaz wielobok sił w tym wypad- 
'ku jest trojkątem. 


Rys. 34. 


Brzypusom že mamy dowolną ilosć wektorów, np. sił przed- 
P onyc ' za pomocą odęinków prostych: AB D, EF,GH,JR 
i znajdujących się w ogólnym wypadku w przestrzeni; 


> 


w szczegolnym wypadku wektroy te mogą lezec na jednej 
e dk GOL M dowolny punkt a /rys.37/ i prze- 
prowadzimy z niego odcinek prostej ab rowny i rownoległy 

do wektora AB; z punktu b przeprowadzimy odcinek prostej 

be, rowy i równoległy do wektora CD; nani pole z punktu 

c oaoa ok równy i rownoległty do wektora EF i td, Wtedy 
lamy zer tom Z > RAWA a 


ab = AB ; od = EF; bo = OD ; de = GH i ef = JK 


Tą operację nazywamy geometrycznym 
składa niom danych wektorów. 


Zemyisającą danego wieloboku af,skierowang od punktu 
a do f nazywamy geome,t ryczną sumą 
adeny eh "we HEt06 TON | 
H 


i 
Rys. 36 á 
Sume arytmetyczna i algebreiczna mozemy uwazac za szcze- 
golny wypadek sumy geometrycz- a 
nej: ; Rh - J 
kiedy skladowe wektora sa A > D H 
wzajemnie rownolegle i skiewo- X © eT g ua” 
wańe w jedna strone,to mamy R 
sume arytnetyczna-a kiedy w X \ 
rozne strony,- to mamy sume * 4 y j 
algebraiczna. oso px 
Oczywiscie ze wilobok otrzyma- Pi 


ny od geometrycznego doGawaniLa ao 
sil-wektorow abede? /rys.37/ am 0 
jest identyczny z wielobokiem , +" ' PE 
sil,dzialajacych na jeden. ° ` yada 
punkt Ó t ; d Aa 
Otrzymalismy wtedy nastepuja- 
ce twierdzenie; a 08 ; 
Twierdzenie: s, 
Wypadkowa wie ltu- 
Bia, o aRA1laJj acy0oh BEE 
na jeden punkt; de a 


jest r 0 wna, co do liczebnej 
wartosci i kierunku geomet- 
rycznej sumie. sił składowy ch. 


Wszystkie zagadnienia o składaniu, rozkładaniu i równo- 
wadze sił,działajacych na jeden punkt bryły materialnej, 
mogą byc rozwiązane za pomocą rzutow sił na osie wspoł- 

rzędnych wzajemńie prostopadłych, jako najprostrzych, 


Z geometrii analitycznej udowadnia się następujące 
twierdzenie; 


ROUT geometrycznej sumy., 
wielu wektorow sk+adowy on 
na deworlneae o8 rowna sie al 
aipgebradićcznej sumie rzutów 
wektorow sbżdadowych NA tea 
samą os. | 


„Zauwazymy,że wielobok wektorów może byc zarówno płas 
ki, jak i przestrzenny,Stosując to twierdzenie do wielo- 
boku sił,otrzymujemy następujące twierdzenie statyki; 


Twierdzenie Rzut wypadkowej 


wielu s ,Gzodaiajoecyhn wa B- 
den punkt, nia dowolne oS; rów- 
üa. sie algebraicznej sumie 
rzutów si $ skra dowych o na itg 
samą os. 


Wezmy trzy wzajemnie prodtopacie osie wspołrzednych 
1a" f 
| JARA 
S2/Ko?Yo;Zg/ 1. Sy/Xyprlp:Zy/, A przez (Ś, .8,,$i, kąty, 
ZA 


ktore prosta działania siły Si 


k 8 tworzy z osiami wspołrzęanyc 
\ > /0X,0%,02/ /rys.38/. 
> z Wtedy będziemy miec: X,» Ś;cosel,, 
m =  przytem: cos ©. + cos Bł 
i Pa RE R AGR Š : 
ʻe mą 9 +C0S | i = 1, i=1$2 e.) 


i Oznaczymy przez W wypadkową 
ŚR mmo BNC sił,a przez A,Y,Z jej 
a =- rzuty na osie wspołrzędnyh. 

Z sai” powyzszego twierdze 
A nia będziemy mieli: 
sY Rys. 35 


X=X + fp +... +Kse .. KF 
> s, | 
7 7 | 


= 
= 


Z = 


Z4 t Zo * 


e % Aj, 


de ię + 


to +.+2y 


{ 


n 


H 


n 


Wartość liczebna wgpađkowej i gej 
my za pomocą wzoraw; 


Ws; A £ zf 


cos/W,X/ =; 008/W, Ya 
Jezeli bedziemy mieli siłę W £ /n-1/ jej składde 


wych,to znajdziemy rzuty n-tej składowe 


ja 


wzorów; 


dn =) 


X = 3.4 


p” 


2 


rh 


i 
kierunek okresli- 


rę cos/W,Ż/ = a 


za pomocą 


A . aż 54 $ 


e 2. 


om + + - Bgg 


Warunkiem Konieczny 
cym dla rownowagi sil,duialajacych na jeden punkt 


bryly materi”lnej;, Jest a Wao AAA 


W szczegolnym wypadku kiedy wszystkie sily dzialaja- 
ce na jeden punkt bryly Ba zawarte w jednej plaszczgz= 


nie,mamy pa: 


Warunkiem 


MER. 
8 
5 6 


;oruówegi. będzie: 


m 


i wystaroczaja 


EEN 
„boss "w hO 
fl 


W rozdziale II mov Any o momencie wypadkowej 
rownoległych si” teraz udowodnimy następujące twier- 


„genie Varaegnona 
sił działesących na jeden punkt, 


e ni 
ko 
cy 


ih 


e. 


ie. Momen tg 


fav) [X 


o momencie Wypadkowej 


H 


H 


dowolnego bieguna, obranego 
na ich płaszozy z i e rowna 
się algebraicznej sumie mo- 
mentów sił? składowych wzgl ę- 
dem teg oż bieguna. 


ay początkowo to twierdzenie dla dwoch sit, 
Satan r na jeden punkt bryły materialnej pod katem 
siebie, 


Przypuscmy że mamy takie dwie siły S I cAJĄE 
je otrzymamy ich. wypadkowa W. Jako oba, aj p 


Rozrózniemy dwa wypadki: 


1.Momenty sił składowych względem obranego bieguna 
posiadają Jodnakowe znaki /tys.39/ 


e.liomenty sił, we za / A Ra obranego bieguna 
posiadają różne zn /rys.4 


1.Połączymy biegun O prostymi g ssa. rownolegk0- 
boku zbudowanego na siłach 
we e S.i Sp wtedy 
A otrzymamy; / 8.387 
A mA Ę/S,/ = 2 pole A OAB, 
2. / r M [53 Z A p ole A. OAD, 
A pa n M/W / = 2 pole A OAG. 


N A : 4, Przeprowadzimy prostą XY 
y - mE prostopadle do kaj śpi 
Y 4 oo i rzutujamy na nie da 
X a umo BA , oznaczająca ic Pty 
i od: Gwiednimi małymi litera- 
i mi:b,c;d, 
i Przyjmuj emy odcinek prostej 
į OA za podstawę trojkętów OAB, 
|  OAC,OAD,Wtedy wysokości tych 
oA i asa e e a 
v gy i ab,ac,a zasadzie tego por 
4 JĄ NN przednie oooi „przyjmą 
A następujacą postac, 
oj 


» M/8 4/ =2fole A OAB = OA.ab 
Rys. 03, M/S2/ =2pole A OAD = OA,ad 
LU M/W / =ąpole ^ OAC = QA.ac 
Dodając pierwsze dwie rownosći, otrzymamy: 


-_M/$,/ + M/S / = OMA, /abead/ 
Ponieważ ad K rzutefi fi iły Š= AD i zgodnie z Gana 
cią rowmolegloboku o 
sie rzutowi dd, bo=d a. 


p. ; 
= IR 


możemy więc w ostatniej rownsci zamienie ad przez bo, 
wtedy: 


M/5,/ + M/89/ = 0A./ab+bc/ 


kiozimy T b= bo- ao 


więc ostatecznie: 
M/S,/ + M/8/ = OA . ac = MW / ©e.b.d.o. - 
Rezpatrzymy teraz dotu ge io — WY pand IB ię 


Przypusomy, że moment siły S$, jest dodatni,a moment 
siły S) -> ujemny /rys.40/ > 


SkkAdamy siły Sji Sọ według 
prawa rómoległoboku Sir, 
otrzymujemy ich wypadkowa W. 


Połączymy biegun 0 prostemi 
z wierzchołkami A,B,C i D, 
rownolegloboku sił 5,1 So. 
Przeprowadzamy prostą X Y 
prostopadle do linii O A 
i rzuiujemy na nią wierz ; RE WY 
chotki. rownoległ""oku A, Ga 5.8 
B, ©, i D.Tirrzymuj emy 
punkty BDC, 10 
Analogicznie do poprzedniego 


mamy: 
M/8,/ smOA . ad, - 


ponieważ M/59/ jest ujemny. Składając otrzymane romas- 
ci dostajemy? j 


M/S, / a M/8,/ > OA /ab - aa. 


aol pm: ad = cb.Poprzednie rownanie można przepi- 
sac tak: 


M/84/ + M/5,/ A8./ab-cb/ 

ale ze mamy,ze ab ~ cb ='ac wiec: 

| M/84/ + M/S,/ 
czyli ostatecznie: 

MBa + WES = WW p q.a. 


Twierdzenie Varignons udowcdnione dla dwoch sił, możemy 
a O Ye . O = . O 
uogolnić na dowolną ilość sił,dziadaj?cych na jeden 
4 


ti 


A. « aQ, 


i 


il 


Ponkt bryr; materiulnej. ol s o% 5 pe... 

Stosujemy powy? sze twierdzenie „poozątkewo us dwóch jakt- 
kolwiek sił np.5, i 5, ; następnie do sił W, — wypadkowej sił 
BE Srl do siły S, i.t.d. Otrzymujemy wtedy równości: 


1 
“en 
M / Yal 
M/ W = w a> 
NA 2 W an Z 5 6 


....202 2 00.00. 0 0%5900Pa0 0 2 © $ © 6 O > : 


MAR WE _/sW/e 


Dodajace je stronami i redukujac podobne a a. 
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Z tego twierdzenia wynika następujący ważny wniosek: 


deżeli b iegun znajduje się ma pros tej 
aziazłania wypadkowej ,te suma alge ku 
braiczna momentów s Wos tyon OB oiz 


składowych równa się zeru. 
Jyprowadzimy teraz a nalityczne wyrażenie dla momentu staty. 
omego siły 5. względem bieguna O. 


Przypuśćmy „że na płaszczyznie zawierającej siłę S i Baa o 
wzięliśmy dwie yzajemie prostopadłe osie współrzędnych OX i OY., 
a biegun Oza poczatek współrzędnych X O Y i rozłożymy de 


na. V 
sez na dy * eizy. Składówetn. y „których proste działania 


5 y przechodzą przez punkt zaczepiemia 

mea FA siły 5 t.zn.punkt A f x,y i są ró- 

| R wnoległe do osi współrzędnych [rysa 41, 
| 


SR Wtedy na zasadzie twierda 
a ; dzenia Varignona mamy: ` 


ac i M/8S/=M/X/ +m I” Y a 
p ale z określenia momen tu wynikeżo 
Ę M/ tła ty, M/Y/ <P> 
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| god | więc ostatecznie: 
| 
(0) i RDZ ZCN AN pode SAO A ACE Ba = - M f S / = ZE ; sig - y E (SEA) 
` Ten wzór przedstawia analityczne 


wyrażenie momentu siły względem 
pocz' tku współrzędnych. a, więc módz analitycznie wyznaczyć moment ' 
siły ,imusimy znać współrzędne punktu zaczepienia siły /x;y / i rzu- 
ty siły na osie współrzędnych :X i Y. 


wadi & SE 
3.66 0me tr ytzne dodawanie momentów 
„sta tycznych "ia tma SPA. pić z 


a ea = WŚ. 4 rozdziału II-go wyłożyliśmy ogólnąteorjępar siź , 
Be. . pozostaje jeszcze rozpatrzeć składanie i rozkładanie. 'par,któdych 
„płaczezyznydziałania nie są wspólne, ani równolcgi: „lecz wzajem 

mie się przecinają, SR ać 


Rozpatrzymy z początku wypadek dwóch par,żeby te pary zło— 
złeżyć ,przekkztałcim je w ten sposób,aby ramiona ich były sobta 
równę ,có do długości i zajęły tosamo położenie na prostejprze- 
cięcia się płaszczym działania par,co zawsze można uczynić, 
na zasadzie twierdzeń DL,LDL,1i IV,§ 4 rozdziału Lb-go. 


Po takim przekształceniu par ,możemy je scbie wyobrazić 
ta k,jak to jest zrobione na rys. 42, PP oznacza płaszczyznę | 
tyś dzjałania pary /81,8, / ,P'P'-płaszczyznę działania drugiej pry 


SS, 5 a KB jest wspólne ich ramię, 


| Na- pkt A dziełają dwie sity Sji 8; ,leżące w je- 
dnej i tej samej płaszczyznie ,przęczodzącej przez punkt A, 
'prostopadłej do nrostej AB, A R BE JE 


Na punkt B też działaja dwie siły Z pa 2,1230 w jedn 


Ano jptaszczyznie ,przechódzacej przez punkt B,prostopadłej do 
prostej A B,Oozywiście więc,że te dwie płaszczyzny są wzaje— 
mnie rórmoległe, SZR | 


|, Składajac te dwie pary sit / S. ;S4 i Says} / „otrzymamy 
ich wypadkowe Wi W„,które będą sobie równe ,có a6 liczebnej 
~'o,  wartości,wzajemiie rówioległe i skierowane w przeciinę stro- 
: my,ronieważ otrzymaliśmyje od składania,rówaych co do licze- 
bne jj wartości,lecz wprost przeciymie skierowanych sit. 


>. Stad widzimy,że w rezultacie składanie dwóch parsił 
SSpS 1 Z s3 sy PY nową parę sę. AE / -czyli 
pa-r gypadko e, 

tg ARR 


x. 


W „a | 2 
zB Rozpatrzymy teraz związek 
zæ jaki istnieje pomiędzy momentem 
statycznym tej pary wypadkowe j 
i momentami stetycznymi par 
7 Sa Ś / składowych. | 
aRU j ! / Zeby otrzymać moment pary 
i : 5.5 stawimy z punktu O na 
L pasa M a ME Ra wę 
pte ozyzmy działania tej pary 
to „est do płeszcezyzny PPsil 0— 
de tniemy na r ej podług obranej 
skali,liczbowę wartość momen tu 
pary /8,,5, / tj.S, « AB czyli 
S +d, jeżeli AB=d „Będziemy mieli 
wtedy wektor 0ñ,rówmy ,a0 đo li- 
czebnej wartości,iloczynowi S} sd! 


| SR i 
E A ro SO 
DZA oz = yaba (M 
ZĘ = YN us 


Analogicznie napiszemy: OC = OE -a = W,AB = W.d 
Połaczymy pmkty Œ in pócjieni z a. em ż p sda otrzy- 
many w ten sposób wielobok OCE D jest dle o ze 
Po pierwsze w trójkatach EON iz. WAS} k A i W ASM 


sz sobie równe, 2 i 
Po drugie mamy pronorc ję: ÓD , M = S, eå : Wj +d+87 : W 


. Stad widzimy,*e trójkaty EOD i W AS. ,jako mające równe 
ka ty, zaw wte miedzy proporejonalnymi bokańy,se do siebie podobne. 


Analogicznie UAowodnimy podobieństwo trójka y tów: 

BOCETO CAS 
k 1” 

7 geometrji elementarnej wiemy,że dwa czworoboki ,utwexa 

rzone z porobnych trójkatów,se do siebie podobne,dla tg 

go, te^ czworobok OCT js podobny do czworoboku 


Poniewa* zaś ten ostatmi A | sę sy S4 jest równoległobo— 
kiem,to czworobok 00mm jest też równoległobokiem;a we- 


ktor ÓT- jego przeka tna. 
Otrzymujemy wtedy następujące twierdzenie: 


Twie dzenie Moment statyczny wypadkowe j 
Pary siżtpżrzymanej. od skradania avoni 
Par 514, wyrea sięproek tn równo lecz 
g40boky,zbudowanego na'momen tach par 

c 


sit skradowyech Jako n a nokan. 


W szczególnym wypadku,kiedy płaszczyzny działania par 
sił sa identyczne, albo wzajemie równoległe ,przeką tna równa się 
sumie albo różnicy momen tów statycznych par sił ck, 


W ogólnym wypajku,kiedy mamy kilka pa ar sił składowych 
których Pa 47 działan 'a się przecinaje ,to składamy poeza t- 
kowe pierwsze Awie pary,o trzymenaparę wypadkowe następnie skłam 
damy z pax para i.t.,d.,wreszcie otrzymamy ogólne parę wypa- 
drow której moment statyczny będzie zamykające wielobok,którego 
inne boki sa równe,eo do liczebnych wartości i rówioległe do mom 
men tów statycznych par sił składowych, 


Moment statyczny pary wypad k a= 


wę JB wie sevmetżrycznae suna Mos 


m) 


mein tow statycznych par sirt składa = 


Rozpatrzonc w kocu § 4 rozdziału II-go składaniepar 
sił o rówioległych płaszczyznach działania jest więc szczególnym 


m dy Ef rm 

wypadkiem składania per sił tak,jak algebraiczna suma jest szcze 

gójnym wypadkiem sumy geom: trycznoj.Jereli n.my trzy pary sił, to 
możemy ich ŚW nomen ojawać według prawidła rówmolegtoś 

ć SR A 


To wsz ystto, o0 biła powiedziane o rozktąde miu jednej. 


siły na kilka ae srłañowych ,mo*e być aatos abne (ży rozlsładan ia 
jełn=eo momentu pary sir na kilka mom ntów składowych.feby roz 
łośwvć Janaa parę sił na kilkn pat składowych ,rozktalamy j-J mo” 
ment-wsktor tak,jak to czyniliśmyż z siłe „a następnie dla każde- 
go momontu składowego bierzemy J kr beag odpowiednia mu parę sił. 


- Para sif weny NE jest w v zupełności okreslona jej sta- 
tycznym momentem., 


Filka par sił będa w stanie równowagi,gly geometryczna 
suma ich staiycznych Poa i jast równa zeru,w tym wypadku wym 
padkowa pars sił posia” albo siły albo ramię równe zeru. 


ś W $ 2 tego rozdriału ufowodniliśmy twierdzenie Varigno= 

| na dotyczce zwiazku,jaki istnieje pomiędzy statycznym momentem 
wypajikowej,a momentami sił skła owych działających na jeden punkt 
i znajdujaoy sia na ao nłaszczyznie. 


Vaowodnimy teraz twierdzenie „dotyczace związku pomię- 
dzy momentem sta .tycznym: wypadkowe |, a momen tami statycznemi sił 
składowych, Aziałajecych na jeen punt t,i zn: jdujascy się w 
DTrzes a szen ai 


A AR "Przed tom jednak musimy sodas dn slenie moment. sity 
wzgledəm bieguna w przestrzeni ł0 czego posłuży pe e nam W 3 4 
2 TI-go aefinic ja momen tu nery sił. 


Przynutćmy,*e mamy siła S i dowolny biegun O w prze 
strzeni/ rys 4%. 


Trzyłó my do nmktu O dwie wprost przeciwiie gkierowire 
sity S' i S" równe,co to liczebnej wartości,i rówioległe do siły 
A, oo 4.,06zywiście oñ tego działanie 

E R sity S na materjalną a nie 
AD V ulegnie zmianie. 


s pirzypany wtedyy parę sił 
Zk tórych jedna jest dans 
siłe ,a druge siła $",rów- 
na jej,co do liczebnej 


wartosci, i działająca ne 
puntit O. 


m SW 
staty 

Mamy momenńnte 
dam bxecazwunia 

Moment statyczny siły S względem bieguna O jest to więo 
na zasadzie $4 rozdz. II-go wektor M= OK „którego liczebna wartość 
1 kierumek sa określone w następujacy sposób 

mar to sé LiozabBbana Jestr 
psi izy iodroeg rogei 
ena oa proste] aział.e- 


omy pary SE1./3 S" nazy- 
statycznym Siły S wzglę- 
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ole Á AOB = S.r.sin /8,n/, /rys 44/. 
zk ierunk iem 
One) a80.pŁasz -= 
j przez damy bile- 
ia siły ,„w tę s tro- 
Gy. j 
P 
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$%Jo. i : 
Oczywiste jest,że moment sity wzelędem bieguna w przestrzam 
ni.posiada własności analogiczne do asności momentu siły wzglę- 
dem bieguna na płaszczy”nie /1 rozdz.II,/. 


awierdzenie:.. Moment se%vatyczRy wypa de 
ko wegi ukz?zadwu AI, majacych wspo Lln y 
punkt za C memre noa aN Are d e m o NO 2000 
POLE U N S Ffest Toome PY c z Ma sdm e: m0 
mem tów 8v%8s'tycezmych/s142 gkkedowych 
względem ROSKO WRS MA a 


Twierdzenie to wynika bezpośrednio z twierdzenia o momen 
cie statycznym pary wypadkowe j,udowodnionego powyżej. 

Pzeczywiście niech mp.będa dane cztery siły składowe S$ „89253 3545 
działajace na punkt A bryty.W jest ich wypadkową,a O puńiktóm 
prze trzeni,obranym jako biesum rys 45%. i 
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Wtedy neheni siły wypadkowej W względem tego bieguna O 
/ otrzymanym przy e par:/ S, 15,4 


b g AA 7 s R," 
sę dane siły: 


AR a momenty tych par sił = momen 4 

względem bieguna 0. cbdo. 
IA: Dowo mo SER yi2 laze ece me pras z- 

ez zm j e. | ; l 
Toer aek ga vał Be nese GowolaRceeo ukł am 


Gau sirt oa p łŁaszczy 2m ie. 


a Przypuć ćmy,>e na materjalna bryłę. aziar układ, składam 
fecy się a m "sił ,dowolnie skierowanych í pondi ję 


w jednej płaszczyznie' działania /46/. 

Z nocze tku dodamy pierwsza siłę do drugiej,ich wypadko— 
we złożymy z trzecie siłagtrzymana wypadkowa z czwartą siłą,i. td 
stosujse twierdzenie o równoległoboku sił > o składaniu AE: 
sir równoległych A patrz rozdział TI. % T i$ J,rozdział III yI K 

„Postępujse w ten snosób otrzymany aļbo wypadkową danych 
sił albo prze jąziemy do jednego z v .stępujacych wypadków: 
Wymańdek piesrwszy: otrzymaliśmy wypadkową. 


W, Ala k sił ,przyczem k < n-l,i pozostałe n-k sił: $ ptl Syts» * 


RA 3 Które wszystkie se równe,co do liczebnej wartosci ,rów- 
nologłć i przeciwmie skierowane do siły We : 


e” 


ckładajec wtedy siły Sy+1l, Sy .....5 +otrzymamy ich wy 
padkowe „która złożymy z siłe TW zad oe pędłiemy mielś w y- 


padkową W wszystkiech "n" danych sił skła. 
owych 

W "padek drugi: otrzymaliśmy wynadrowa n-l sił 

N ,1 ostatnia z danych sia S$, jest równa co do liczebnej 


N =- Ly A, . "= + 5 
wartości W, „,l etitresena w s rone pizeciyne ve rvh prostej dzźża- 


1% 53v 
tania Éen] lub wspólnej » prosio Agiatania siły Tial’ 
Jeżeli proste działania 
5 A sił te 1 i 5, sę rówioległe ,to 


w rezultacie otrzymany parę sił, 
> równoważne danemu układowi sił — 


: Jeżeli zaś wspólne to 
g x. dany układ "n" sił będzie w sta- 
NP *' nie równowagi. z 
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A ~ ; | Ń Kiedy więc ne bryłę me 


JE n fo a ny" 
a Nm ds, R | wte GRREFORARYCA w Joandi gór 
s56 ; 4 > Szeż ya działania, o zawsze mo— 
' emy siły tego układu sprowadzić 
albo do jednsj siły ar 2) 
A: T to do nary siłalbo wreszcie s 
zę 7 a te będe się rórmakgży. 


a 


Oczywiście,że ostatecze 
ny rezultat przeksz tałcaniau- 


Rys.46, kłaju sił nie zależy od po= 
rzedku składania sił układu. 


Z tego co było powiem 


dziane łatwo wyprowadzimy sposoby składania sił „działających 


w jednej płaszczyznie, ztówno ma pomoca w io L,6D:6 WU. Sri f 


i ża ponos rzutów sił na osie współrzę- 
danych. 


Zrobimy przed tem następujsca wagę;w rozdziałach IL i LIT- 
cim udowodnił iśmy szereg twierdzeń Varignona o momentach sił, 
działajagych na jednej płaszczyznie.7estawiajsc te twierdzenia 
razom / mianowicie twierdzenia: rozdział II / $$1,3 4 tw. v. 

vl? rozdział IE \ 2/4 biorac pod uwagę ,że każdy płaski układ 
sił svrowadza się,albo dosiły /mogecej być równa zery „albo do 
pary sił „Jojaziemy do twierdzenia Varignona w posta 
00 OWO LM GE p: z 
Twierdzenie: Moment wypadkowy si 
wypadkowej. pary sił a0woln 
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młastiego układu sił względem Ao woo Is 
nego bieguna obranego wte jj owtraszczyće 
niec mown oc ade snie al ęeegebreaej cznej 
momentów siłą s*kławowyckhkz wzsięą a ; 
+egoóżz Da ee A Ny 
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Spósób pierwszy Sposób wie 1 obo ku 


A 
Zbudujemy zdanych sił pkładu wielobok sił:Poszczgól 
ne kstytero wieloboku moge być rówe O i 180 ,a poszczególne boki 


jego moga się przecinać, 
Wsycpeard Ck o prie ruw sz y „Wie Top Ok Gecit nie 


jest zamknięty „"tedy siły układu posiadaje siłę wypadw 
kowe W „Jej liczbowa wielkość i kierunek przedstawiają się geome- 
trycznie za pomoce zdmybe jecej wielobok sił. 
jae z tylko co udowodnionego twierdzenia Varignona,a głoszecego 


O moment statyczny siły wynadławej"ze] ędem dowolnego bieg unë- 
równa .się algebraicznej sumiemomentów statycznych wszystkich dańych 
sił względem teso bieguna. a 

SYBaReGG A m u ee oN e ob ok siż > zam 
kn ię ty."tedy siły układu sprowadzają się do pary sił,albo 


se w równowadze, ` 
Znajdujemy algebraiczne sumy momentów danych siłwzeęlę- 
dem dowolnego biepuna ,obranego na płaszczyznie ich działania: 


Jesli ta suma nie jest równa zeru,to siły układów sprov. 


wadzaje się fopary sit: 


U ` 


woo Cta zal ta suma równa Je 6 t ze> 
ruto siirty uk ładmosa"w- równ owa d a a, 

8,00 8,0-b-.4 r ug 1d ,5"poonssó. bóst z.u tow 8-1 X 
na osie współrzędne f 87-080 B2NBI 1 Vy. 
czny.j A 

. Oznóczymy. 19) "Zez a “i x sto ać Z Ac „A / : eoo A 74 6 a 


spółrzędne prostoparłe Fartezjusza punktów zaczepienia sił Układu 
£1179:731:::...5,38 rzuty tych sił na osie współrzędnychodpowied— 


i a Y NE . . l 7 
JEŻ 824 ERSS. ASS TER Tirat 


Eo a O A AE a E A 


nie nrzez y 


Caa 


Sum ajgebraiczns rzutów sił składowych układu 
| 


nie s» jedhotziświe wórmo zeru, "tedy istnieje w y p adkowa 


da) RISAS = R gr DE S. SU <> sz r 
połtycimych mauaczeidy pazia X 1 Ñ 


831% a W; „rzuty jej na 9510 Ę 
wypadkowej W mamy 


“la wyznaczenia liczbowej wartości tej 


W” OWY 
* AAT, 


EOT) oE aa Aaner 


=V aY? i cos/ W,X / —g , cos /WY/ =$ 


Aby określić prosta działania siły wypadkow į W, znajdziemy 
jeden z pumktów tej prostej,mianowicie ten,który znajduje się na 
prostej,przechodzacej przez początek iwspółrzędnych ,prostopadłe j do 
prostej aziałaniasiły W: oznaczymy współrzęłna tego punktu przez 

X,y / Sumę alg.ebraiczną, momentów sił względem początku współrzę- 
dnych ozmaczymy przez M,wtedy: 
isn, 
eo 
84 
Dla wyznaczemia x i y mamy następvj: ce dwa równania: 
Xy -Yx = M i RY 6 Yy = O d 2 


Pierwsze z nich wyra>a,że moment statyczny sóły wypadkowej 
równa się tlgebraiczne j sumoe momentów statycznych sił składowych, 
a drugie — warunek wyżej wspomianych prosiopadłości prostych. 


dE Z AGES 


Rozwiązując te równania względem x i y znajdujemy: 


My MX 
X= = > y === 
W” w? 


Wypadek drug i „Sumy algebraiczne rzutów sił skła 
dowych układu: 


Sro ECA! 


M= Rafa = 1 X; / kz 0 
fa x" i 
W tym wypadku siły układu sproradzają się do pary sił 
której moment statyczny jest 


a 


AA : 
W szczególnym wypadku „kiedy siły ukł: lu są wzajemnie róm = 
noległe ozniczymy przez ¿xX kąt „który tworzy w dodatnim kirunku osi 
współrzędnych 0 X kiermek jednej z sił układu „wartości której 
 rrzypisaliśmy znak "4" /patrz rozaz. 11,9 5 xa drugi / A 
wtedy rzuty sił układu będay 
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ię = 5. sinx a... .Ă. o e X = S co a „| 
i i > 008 no" n n 
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= S3 sinc’ OOCANOCICJE X, = S} COS o 


S. Coso y Y 
1 BA. 
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4 algebraiczna suma momentów sił składowych układu: ` 


M - Gos Do >. 5.7; m sin 0, > SA ' 
Ia o oao 


to wyreżenie nie równa si? zeru i może służyć do obl icen iem 
momentów statycznych pary ił, 


Wwy pa. d eR rr "ora, 
hlgebraicznn sum rzutów sił składowych układu: 


n.. n 
Bo ora A o = 
Sp R 


i saba suma momentów sił składowych, 


W iya wynnaru sity urładu znajduja się vwrównowadze. 
i bd szczególnym wypadku,kiedy siły układu sę wzajemnie równo- 
legże rożnaczymy znowu przez «= ten kąt,co w poprzednim wypadkuę wt- 
wtedy otrzymamy : 
cost u 5, = 0 , sino 6, = 0 i 
Ae : Z A 
i=} 
o e + RED AAA, S.X, ż 0 R: W A 
Z 0,72 


zamiast pierwszych dwóch równań mamy jedno: 7", 
sis i i=l 


Z tych znowu widhiuysże rówmoległe siły.znajdujące się w 
stanie równowagi „pò obrocie ich w jdnę i te sama stronę dookoła 
punktów ich zaczepicnia o jefen i ten sam kat, zwykle w stanierówim 
wagi nie pozostaną. ; 

Dla tego, aby te siły pozostały w stanie rówmowegi przy 
dowolnym kącie obrotu dookoła ich punktów taczepienia, a wiyc i przy 
kacie «x jest koniecznym i wystarczającym ,aby: 


=0, RRS 228) 
x ro 
A 
0 ddcycytaunal 88 aoatra iona wówhowWaSĘ 


narywóiy. a s : atycz na, 


"a 
“e SF ae 


Zauwwrżymy,>e w dwóch ostatnich wypadkach algebraiczna sum 
romentów sił składowych układu nie zależy od wyboru bieguna. 
Rzeczywiście oznacajac praz ŻARY 7 współrzędnie bieguna 
dla momentu statycznego siły S, względem tego biaguna będzimy miĝi 
wyrażenie: + 
LLNS feaa h Ea 


a algebraiczna suma momentów sił składowych: 


M= > = T Ao Ya / SĘ = 2 / ję 
n 
0 hu >v. 
O gą sl 9 ALE 
"ład wioskujemy,?e w wypadku drugim i trzecim mamy: 
„M. 
A II: y Z Y,/ x, ać 


5,92 RZomhiowasa  dzwIiPnIia 


Jakonprzykłai1 ukłafu sił ABziałtających w jednej płaszczyzn ie 
vozpatrzymy równowegzdzwieni. 


nówignię nazywany bryłę materjalna obracaj:cę się dookoła 
nieruchomej osi nod działaniem siłt,dziezej cych w płaszczyznie pro 
stionadtej do tej osi Zastosujemy twierdzenie Varienonągdo zagam 
Anienia o rówmowadze Jwigni, 
Frzypuśóćmy,>e mamy dwimięz osie ,prostopadłe do płasz= 
czyzny rysimku i przecinajecs tę płaszczyznę w punkcie 0.Niech 
047 2731 "458 siły,działaj o: w tej płaszczyznie na d/wignię 
/ rys. 4T „a ". ich wypodkowa /w założeniy,e takowa istnieje/. 
"eby wignia znajdorała się w stanie równowagi ,mu-— 
si prosta działania wypadkowej” przejść przez punkt 0.Jeże- 


SCE Ę choqziprzez 
as SE PAR PEOR PASAT PO STARE? 
a A a a. PA równow i nie będzie ,lecz bę- 
S P= eia- 4, azie się obracać pod działa 
>; aobe 2 niem siły W w te lub inna stro- 
aj O W SĄ nę dookoła punktu O. 


Rys,47, 


Wyrazimy analitycznie vank „że sił= W przechodzi prez p, 
o „Jore14 przyjmiemy ten pumkt za biegun to musi być spełniony wam 
SE Rawa. | 

Ale " jest siłę wypadkowa a r zasadzie twierdzenia Vari- 
ona moment tej siły Y równa się algebraicznej sumie momentów eił 


A 4 / = M 7 a / x / A> / ć | | 


" więc: nonrzedni wórumnsk M /N/= (0) o Się z 
A M:/ g SĄ M led fa : a Eh 
yy + M. 84/87 3/3 w 5,4 = 0, kaj. 
ala, równ awagd. da rw igsna eo S tn i e- 


s»ęQgdncaby elzebraiczna suma monan t ów 
po oś ziy nn yO Kobyłka równa zeru 


Otrzymał 15 'my więc na jogólnie jszy wzór ¿wyrażający warunek 


 wnowoci d'wigni. 
7astosuiemy ten wzór do szazcgólnego wypadku sił nesze- 


go rysun .474wtedy Ra sai si 


Ad. = „i „Ad. 


awa ao 


Tidalmy iso, 20 sh ma, momen ków 917. br 
Pop Jeecych dewigni ę wje danę S Tro ngero w= 
27 ato sumie nomen tow siżłyctykacają- 
yeh d*wisgsnięwdarugastron ę. 

Zrobiliśmy przypuszczenie ,żc s'ły $,,9,:5., i $ posiada=' 
je wypadkow “ale może się zdarzyć,%2 siły 5a Towuowaźżre pa- 
mo sił /miww f, 

_ aby dowieść,że warm" 1ów.vvagi d'wigni i w tym wypadlcu 


pozostaje w sile.” Ye- uy do układu sił czynnych jaks bądź siłę S$, 


której prosila ion ia: przechodzi przez nieruchoma oś dwżeni. 
Sauna Na zasadzie 5_go prawa sta= 
Rt Pw LG OBR tyki /roz3 ział1/ działanie pary 


żę 4 
A | A /vs, wn /na bryłę materjalną prze gz | 


; O +. 10 nie ulegnmi- zmianie. 


i i > I Sktradamy 2 S A Wt, otrzy- 
} | / mona Ma o z100e ty £ siłą W, 
? Ge. > EA EANES DAR ; ac A rys 18 8 /5 otrzy A n wte dy siłę w 
Pa | której prosta działania musi JA AĆ 
> | przez biegun O,aby zachoj”iia rów 
LLU TAE Z 
Pys.*8. jako pi... "odzący przez biegun Q 


z 


musi być ró. A ed 


j'wigni.--Tięc moment siły W 


-$3J- 


Z druri J strony moment siły Y jako wypadkowy,musi być 
momentów sił składowych, t.j. 


równy "lpebraicznej 


M/W/ 


Ale M /S / jakomoment siły prze 
równy zeru.nla tero mamy, 


M/ w/ 


warunek 
w side: 


> Gy MUM GM M 
Maz 
WoA EEEo A 
Ae o Noam 
Ga 


niem siły , mo?e 
wma kach: 
1/Gay 


20 jest zumsłnie 


u 


omen t 
m 


a 


8 


oczywi.s te „ponieważ 
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S 


n 


saa 


MZ e: 
E 


ark e oop ra L Co NNA 
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A 


że: 


5 / 


BYć rowno zo 

Sratiyc zany 

PRYOS VO AZ 
stwa Vy 0 zn y 


siła. 


Gdmorc 2 osi bryły materialnej, i 


2/gdy prosta dzisłania siły j 


50 / 


materialnej /rys 


asi 


x U 


S 


y bryza materialna o nieruchome Oś; 
być w stanie równowagi tylko w następujących dwóeh 


o osta działanie siły przecina oś bryły 


chodząccj przez biegm,jest 


Ka0<NWW/ 


rówinowiei dówieni i w tym wypadku pozostaje więc 
suma momen to 


w sił 
127 
w+4asnoście 


wzelęde 
68 1 e. PR DSL ej 


to pod działa 


ma terialnej, — 


zrówioweży się siłą {rys 40/ 


równol:głą 


osi bryły 


Rzecrywiście ,zamieniajac dans siłę 5 przez siłę S$. ,równą, 
co 0 wielkości liczebn:j,rówolesta ño siły S i działającj na punk t 
O osi / A0-xy / i pary 


pary o keat 90° 


sił ŻE Aa 


jej równowaóne siły: S1 S% Powy 


a nast Ępn ic 


Rys. 50. 


obracając remię OA 
dookoła jej końce 0 otrzymamy wzamian siły $ trzy 


Oczywiście,>e te ostatnie trzy siły rórvnoważą się z siłami 
Fam osi bryły materialnej / patrz rozdz.I-y,piate prawo staty- 
ki 

| W obu tych wynadtkach równowagi siła,działająca na bryżę rk 
matorialney zma Joune sie o w Je dne jJ pl aszę z 
Żale sz 0881r boyy, 

Niech teraz siła S nfe lesżcy. w je dnej pła« 

szżczy” nie z osią xy bryły /rys.51/1 

` Pozłożymy je na dwie składowe: AC „równoległe do osi xy, 
i AD prostopadła. do AC, 
„siła.AC na zasadzie wy*ej wiedz Ep, zrównoważy się si- 
„ 4a odporowa, ` osi xy. 
| Przeprowadzimy przęz siłę AD „płam— 
czyznę P,prostopańdle do osi xy; 
i w punkcie przecięcia się 0 przy- 
łożymy dwie siły OF i OG,wzajamnie 
| równoważące się,równe co do wiel- 
s i _kości liczebnej i równoległa do 


$ 

} l 

jn wam rane mz 
] 

! 


SA  Sity AD. 


Możemy wtedy powiedzieć ġe 
siła S w AB wywiera na bryłę mam 
terialna ten sam skutek,co i para 
sił AD i OF,ponieważ siła OG zrów- 
nowy się siłą odporową Osi xy. 
Te okoliczności przyprowa- 
dzaje nas do pojęcia momen- 
yi Rys. 5l. bu sta Lyczw wprowa y 
względem pros wej, 
e2 DR oi 
Osi momentu przypisujemy pewien kierumek,np.o d y ku x 
BDB” © | 


> "eoemón:temosbtatycznym sity o "wzgl ç- 
aem osi yy nazywa m y momen t St a tyre An y 
Perm osdx./30,0F/, którego wartości przy= 
PESVU je m'ye z,m a k "4" je =- e li On Je St Ak iro Ipw 
Vn yN tensia mai as i rone c0 1 oś W, znak— 
Tercet- Jest on skierowany w stro n ę 

przeciwną + RÓW 


Moment statyczny siły S względem osi xyzco do wielkości 
bezwzęleędncj,równa się podwójnemu polu trójkąta A DO,czyli iloczy- 
nowi AN.OÓF% ,przycżzym odcinek prostej OE jest prostopadły do prostej 
aziałania siły AD,Ponieważ OE jest prostopadłe do xy i do płaszczyze 
ny CAD „a więc i fo prostej AB,to ten odcinek prostej OE jest naj- 
krótsza odległościa pomięJzy prasie dzaałania siły S i osią xy. 


we Z e 


Otrzymujemy wtedy następujące określenie momentu 

iły ws»ględem osi, 
Moment s..a Gyczny s$ 

wS inro wna sie a Ll 0GZYROW 

"e praese ay Zne prosto p 

ra jk .mó We z.e:j 0d 

ta azbazenią.s 


(>) 


ji 

14m roa Unt 
adra dao 
ści pomięd 
s i a /rys.5l i 52/: 


N © Ora 
EJ 
o 
H © 
pe 
sa 


Te O y p r os- 
yk Ó 
i xX Ten iiloczyn bierzemy,ze m a=- 
- jacy six na płaszczyźnie PP,i ma- 
! E j jacy GŚ Xy prvechodząaca od nóg b 
| A / głowy,widzi siłę S skierowanę od 
ŻĘ | a T R / s rony lewej ku prawej / wg wska- 
F K i : ŻE SÓW Ñ ai zegara fsa ze makiem "=" 
owe a 5. w wypadku przeciwnym, 
wielkość liczbową tego i1lo- 
czynu odcinamy na osi od dowolnąp 
punktu w tę lub inne stronę;w za 
saocen bas A le>?ności od znakuzna rysunku 52; 
e yk moment: statyczny siły S = AB 
d. | EE względem osi xy równa się: 
Rys.52, + OB.ab = + AB.d=42.pole«1 Oab, 
Moment statyczny siły - 
względem osi jest równy O /zeru / tylko w tym wypadku,kiedy prosta 
działania siły albo przecina oś /wtedy najkrótsza odległość OE jest 
równa zeru / ¿albo j?st,do niej równoległa /wtedy rzut siły ab jest 
Tówny zeru / „ta jetydko w tym wypedku,Fiedy siła znajduje się w jed- 
nej płaszczyńnie z osie, 

Udowodnimy terzz twierdzenie,dotyczące związku, jaki ist- 
ni-je pomiędzy momentem statycznym względem osi i momentem satyczry 
nym wzglydem bieguna obranego "owolnie dla tej osi,to twierdzenie 
jest oparte na następującym twierdzeniu geometrycznym. 

Poteo "tzutu trójka ta ma p.a g2 GZ m 
nę równa. swę LROBZYNEWKI z pola tego 
tró jke ta 41 eosinusa ke ba nomiędzy ta piła 
SZE Żoyz Mo na naaa nayana Tao kK a La 

Rozpatrzmy z początku szczególng wypad:k,kiedy jeden z bk- 
ków trójksta jest równoległy do płaszczyzny,na którę rzutujemy da— 
uy trójka t. Możemy wtedy przeprowadrić płaszczyznę przez ten bok, 
równolegle 10 Aanej płaszczyzny,i rozpatrzyórzut trójkąta na tę ` 
nowe płaszczyznę,zamiast na dana, > 

Na rys.53 mamy trójkot ABC,którego bok AB jest równoległy 
do danej płaszczyzny rzutowaniezprzez ten bok AB przeprowadzi] iśmyp 
płaszczyznę PP rówmoległe do danej , i na nie rzutowaliśmy trój- 
kąt ABO;wtedy otrzymaliśmy na płaszczyśnie PP,trójkat ABe „będący 
'zutem trójke ta ABC.Oznaczymy przez y kat pomiędzy płaszczyzną 


dan*go trójke ta,APC i pł .szczyzną 
rzutosania P,pezez CN ae 
dantgo trójęsta,a przez GD = 
"wysokość trójke ta ABe a 
(nrzez rzutowanie de nogo trójka ta 
" APC. a płaszczyznę TP. “teny bę- 
api: 1y mieli zależność: h=H.cosp<. 
sjemy,że pole „c ABC= 
a 6-1/2 AB H i polera 

ARE = w, 2 AB.De=l/2AB.h skad, 
. biorac pod uwagę poprzednią że- 
AEK Roa Se 

pole „4, ABoz/ SS ABO 708. Gubcd, 

Ogólny wynadek,kisdy ani jsden bok ow trójkę ta nie je 
rórmolzgły Fo płaszczyzny rzutownia,sprzwdzimy z aaa, do ro 
palrzonoso jm szczególnzso wypadu. 

m" prozmetrywanym wypałku przedłużenie boków trójkęta prze mą 
n'igzcz' mę rzutowania,dla tego też zawsze będziemy mogli przeprowem 
dzić na, 10 fAsnej płaszczwzny rzutowania taką płaszczyznę 
RT = =r rga D4 Rai óra br p zeszła przez j.dom wierzchołzk trójketa © 
, trrs 54.1 or ocięłeby Joso bok 


æi 


m Rys. E bat boade rriteesutrrpnie 4 


R R IRS fa ma płaszczyzna PP prze tni 
ZEŃ się z płaszczyzne danego trójka ta 
w ZĘ ABC wzdłuż prost:j xy,dzielgc go 
pn 3 A na dwa tró JES e. i ACO .Rzutum 
aa A ¿jee dany trójkałt na płaszczyznę 
O "SB „PP otrzymamy je = rzut-irójką«: abe. 


iProsta ry przetnie po na a s trój- 
„© | boe i.aco,będęce odnowicdnio 
SA rzutami trójka tów PCO i ACÓWPO- 
nieważ wspólny Kok: ČO t eh. tróję 
GW lezy na P TP; 
tó '.ożemy zastosować o nich tyl- 
Reda. * Kł ko co ważona UIOTAZSNACĄ 
wody otrzymany: 
pole trójka ta bco= / pole trójke ta BCO fidos = J pòle-ä ACO= 
f pole teó jkę, tą Go /. 608  ,przyczym jest to kat pomiędzy płe- 
szczyzn” anepo 'rójkata ANO i nłaszezyzne rzutowania FP. 
Składając te równości stronami otrzymamy: 
pele pał abe = / pole A BOOLnolc Å ACO .c0osbć = /pole APO / i 
+008% ©g.b.d.o, | 
mraz możemy ulovodnić następujace twierdzenie? 


 waonizoniee E O m ern vs tavyczny sekty 
WPA MA M d SAMO EG SE EL WKU ZWB 1. ZZA AC PAW SBC ę 
oa c mo ndmu ale tycznego. siŁty,wag laaien 
So mum ow Ou dode 6 Db ramos OR Bo GU, es da 


a WEZ E EP E RZE ZECNE 


OU 


A > sesio 

"iemy,>e jeżeli oznaczymy przez M-OK momen t s la tyczny dane j 
siły S względem bieguma 0, to będziemy mieli:M=OK=2. poles AOB. 

Z Arugiej zaś Świny mamy,>e ket KOX jest równy kątowi po 
miętzy płoszczyzne PP i nłaszczyzn trójkwta OAB .Stęd wiioskujemy, 
że iloczyn OK. cos /KOX /=.OK'- 2, pole; AOB f. cos /KOx / równa 
siç 2,pole 4. aOb, | 

na zae powyższego twierdzenia /rys.55 / .C.b.d.de 

Z tego twierdzonia,ns Zasas 
dzie twierdzenia o momencie 
0 IE, siły wypedkowej wzglę= 
em bieguna /rozaz III,$3 / otrzy 
RAA, nowe twierdzenie, 
Twierdzenie: Moment 


statyczhy wzgdlę- 
dem osa A siły wy- 
pa kowe J kilku giz 
az axajBtyca "a pe 
men punkt bryły maa=- 
Rostvaelnej Tonia. 
Sa x Sune] o algebra- 
+62ne j nomen tow 
ata ybeznychn Sif 
składowych wzglę-= 
dem. te 0510» 


n M XYZ wómy trzy wzejcmie prostopadłe 
sa osie współrzędnych: 0%,0Y,074 
„A W oznaczymy przem / fu. iió 
} AE > B rzęjne pmktu zaczepienia siły 
> a EN e s,a przez X,Y,” jej rzuty na tę 
a. ośią/ / rys. 56 > 
X Dl-tego,aby wyzneczyć momen t 
|n..-y. ... statyczny siły 3 względem osi 07, 
5 rzutujemy siłę AP=5 na płaszczyz 
PNIA: i nę YOY, otrzymujemy ab;wspóźłrzęćh e 
1 punktu a będa-/ x,y, / ,a rzuty 
ab na osi OX 1 OY te same 606 4 
siły S t.j. X i Y , tedy stosu- 
rż aka AA RE .. jąc do ab twierdzenie ,udowoanione 
w końcu $2,rozdz.IlII otrzymamy: 


> 


SĘ 
PR EE 
di | 
a 
= 
o 


2.pole </ aOb=V_-X,=Mę/S » 
wyrażenia Tla dwóch SL momentów statycznych względem osi OX 


3 
kk 


Bł. a ; aa 
ł OY otee ynemy przez cykliczne rrzesta en liter > 1 X;tyŻ; 


będziemy wt e; mieli wzory 
„/5 4 a Zało m/s a.  XanZy i M/S Í Yx-Xy. 


Momenty statyczne siły S względem osi O! X',O'Y',0'Z' ,równo-. 
legtych do osi współrzędnych i przechodzących przez punkt O',kióręzo 


współrzędne sa /x o189:Z0 będa wyrażone następującymi wzorami: 
w 


W aż Sa 2 /y-y, LY pa -zf w, ARA X / a-z f =Z [2-5 fi 
mr / o / Ala, ża 


Na zasa?zie ufowofnionzgo w po zednim $-fie,twierózenia do- 
byc > zwiazku pomiędzy momentóm s ctycznym siły welden osi im 
momen te statycznym tejże siły względem dowolnego punktu wnioskuje 
my,że >» momentu statycznego siły S względem początku współrzę- 


dnych a sie wzorami: 
„cos „NOA Zy-Yz, M.cos IM S zeżzs ih, cos/M. Pfi =YZ-Xy. 


stad otrzymujemy bezpośrednie wzory,określające wi èe l kość 
K mo Men LUB tv ly 0 


saa ooz,Bbowa I kóbesr aha 
oso M sAży 8 waż en początku współ- 
A A 2 
M- A a. ZA / TzeXy 2 
WDN AŚ ; M. om 1 X 
cos m, x f s GOS /MY = AA , COS /M;Z /= E 
-Rzuty na osie wspólizędnych o statyozne ego M! sity © 
izige] BA SA NASYTPA O MA hioema O! RAE ć / wyraż że. ją się wzorami: 


M'cos/M'X /=Z lysy, l Y/zez, /3 
M'cos /M' y /= 7Y / zz JW [X-X zal 


M'cos /M! Z /=,Y/ x-x, /-% /y-y, / 
stad możemy otrzymóć dla określenie wielkości liczbow.j i kie- 
runku momentu strtycznego M wzory analogiczmo do noprzednich, 


Na zakończenie podamy jeszcze wyrażenke dla momentu statycze 


nego siły 5 w gl odom dowolnej osi xy. 
Oznaczymy pr"ez o WARTA współrzędne dowolnego punktu O! na 


Osi xy;,a przeż a, 4 ka ty T osią xy i or ami współrzędnych 


OX ,0Y,07. 
Ponieważ każdy wektor jest suma geometryczną trzech rzutów na 
SA „spoż ono hą koc 2h dyronacz é rzut wsktora na dowolną oś mu- 


rz 


simy wzieć iloczyny z rzutów jego na osie współrzędnych i odnośnych 
nn inusów ke tów, pomiedzy dane osie i osiami AO A i otrzymam 


| 


BLA 
mer $) 2) muy 


a iloczyny złożyć." danym npa wektorem będzie moment statyczny 


L! siły S względem bioguna O! /x z /,a jego rzut na oś xy = 
a nym momentem : >tetyoznymf 8 9129 S względem tej Sa AONE 


i 
po aa 
| „5 [z ASA L- Y [2a Aa .COSÓŃ+ ŁZA /-2 [wez fi cosi: + 
> pam ia fg, f 74805 x /tya.57 /. 
7 a , Ten wzór możemy napisać bez- 
p pośrednio posługując się znanym 
i Ao S z geometrii analityczne j,wzorem 
Ę A | „Mxy na cos kota pom az dwiema pro- 
| 5 > stymi: 
| | A A 5i | a | cog l iR 7 -cos i l Z A > 
ao 008 fat, X /+c0s/1, Y/. 
edy 
| R + 208 Za Y /+00s /1, Z/. 
WA W e SE Bel 
| > > 3 168670 Z/. 
<f % T 
y 
| Rys.57. 
| droowedne sirry v prz0osttfgaoni.: 
| m Ro poważanie w$stęmne 
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| "8%%całc any na układ ;mw4ł.0 2 nw Adodun 
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Wyobrańmy sobie,że ma bryłę 
materialną dział ją siły : 51 +55 


i.t.d. dowolnie skierowane 
e zaczepione w purn- 
ktach A A i t.d.. 


a tymi siłami ana 
logicznie do tego,jak uczyniliśmy 
w rozdz.II1.53,kiedy określaliśmy 
moi nt siły względem biegma w 

RYB IRE e, przestrzeniy 
mianowicie: obierzemy w przestrze eni dowolny punki. O! /tys.58 4 
nieruchomo /sztywnie zwięzany z bryłe materialną ,1 przyłożymy do 


niego równolegle ^o siły S3 dwie siły Si i 5% Rasa: róvmoważące s 


NB 

i równe,co Ao wielkości liczebnej,sile.S. .Otrzymamy wtedy wzamien 
> siłę 8', i parę sił /8 go" / „momón t ki ejoznaczymy przez 
tasnie "on mome ‘nt M. nazymalismy-w rozdziale. E $32 nomon tem 
: o 5, względem biegung O' w. przestrzeni, 
* Postępując koleino nnalógiczhie ze 
mi 30022 .5 naszego ukłaju,otrzymamy pęk sił b aj - 
dzi oa na Punkt O' i szereg par sił /S S4 75" 1 Par Ji ss 

per. = T e. 


1 t.d.0o momentach statycznych M „M MUBOROSDERODZECE 
W pezul tacie MERA ZónIE > cco układu sił,otrzymeal Lśy 


my równoweny układ sił „,skłetający się z jednej siły W i jednej pa-- 
ry sił / Ww /,6.b,d.0, 


wsz a inyi sizan, 
IE 


Ozno.czymy rzuty sił aunego uk Ju odnowiednio przoz ' 
a ARE R ; 
X DA Ż siły BI Xoor En + SIŁ; 2” b T A n’ „dla sity Sa? 


a prostopadłe wepółrzędne Kariezjański> punktów zacęzepiem 
nia sił ofnowiednio przez : 

Ya ;24 Siły 8,35% AEE NEI I E X z ,dla siły 8 « 
0 Pó OSY M pozd Za Y Po py” aa, Y 3h 
“prowadzimy o dwe. terminy: 
sumę geometryczne sił danego układu będz 


nym wektorem sił, 
Oznoczymy ten woktor przez Ma rzuty jego na osie współ- 


rzędnych przez W o „W. ,w. «Wtedy będziemy mieć: 


R n. a 
MJ Ody TĘ SENE A f% 
Bri hela a Va ea Bac AR 
Suig geometryczna momentów siz składowych daneso układu 

względem aowolnero bieguna będziemy nazyw li łównym mo - 
MOB em s tro t yenn ym dra myaczho sai 4.ówoa 5 4 008: m 

wej b lo*gaUn a a 
5 Oznaczymy przez M 
względem poczatku współrzędnych, a przez M 

to 


główmy moment statyczny sił dumego układu 
„M. az „jego rzuty na 


osie współ rzędnych. Wtedy będziemy mieli: 


Główny moment statyczny sił danego ukłndu względen biegun O! 
fs, WR A oznaczymy przez M' ,a jego rzuty na osie współrzędnych 
Oy 1 © U i A apa nA j 
prez „M „M tedy bęfziemy muli: 


SX gz > my? 
; ; izn 
Alya Ii 7 % day | X,/ zj-z, f-5/ x,-x, f ę 


o LXi /I477, / ZSZ 


44 
-e y 
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Pierwszy z tych wzorów /34 „na zasadzie /%/ 10 daje; 


Me = > S7 EW m Ja > > : 
ex 43 i Pi ari > + 0430 (2 Yio eN = 
ż GI: > i=l aa Ex 
ay > A óm Zo NN -UW zz! | 
j-1 L O RAE A; E J ZZ o SI 


Analogicznie otrzymamy następne dwa wzory: 


ME c=eM o mW am Wa cą 
EJ" SJ 0 8X 0.87 


M' =M ary W + W ax’ e. 4000060080 L O 0 4 
gz CZ A a Fo .e. o / ŻĘ 
Na zasadzie wzorów / 7 3 2, rozdział V wyrażenia: 


NE W -4 7: W —7,. I 4X Wi + -X W br wW 
o gz Bay. O gx 0 gm o gy to gXy 


możemy rozpatrywać jako rzuty na osie współrzę— 
Anych momentu statycznegogłómego wektora sił da= 
uegoukładu AP mo przez początek współ= 


rzędnych „względem bicguna O! / XoXo? W ME 
ton moment przez My a jego rzuty przez M. i1M 
wtedy prawe części a wzorów ZAS będą o 


stawiały rzuty sum” geometrycznej dwóch momentów sta 
tycznych Mi MY „mianowicie będziemy mieli: 


M! = M M lg y M j M' ai 800 8 O 
o we gy? ey" Wy 3 a wz A 


5 tych wzorów /5/ wnioskujemy,?c główny moment 
statyczny sił danego układu wzgledem bieguna O! ZARY Z 
równe. się sumie geometrycznej dwóch m ntów statycznych:Ś 
główmego momentu statycznego sił układu względem początku 
współrzędnych i momentu statycznego główego wektora sił 
uktadu,przeprowadzonego przez początek wspórzędnych wzglę— 
dem biegma O'. 

Gdyskówny wektor kradu SLR 
Jost równy zeru, żogłówmy moment statyczny ich 


względem dowolnego bieguma,jak to widzimy z wzorów La albo 


W ędzie stał ym „mianowicie będziemy mieli: 


dE NIM M „W M „M M . 
MM. ozyli Mau! | gy” gy” gz gZ 


Słoń wynika, sł wny rom nt sustvczny dwóch sił wo- 
wzeladna Aowolneso bicguna będzie statyn,- 


rzoerch-narę sił, 
i wartości liozobnej,mowentowi tej par; 


rówmym co do Ekierunk" 


sił. | i 
». o. Girad ON ae "mo mom""a loty ommy="s] 2x 
brodu nace. Jest Downy 7e r upto rzut stówe 
nego momontu statycznoro sił ukrao u wzgl ędem dowolnego bieg gina na 
oś ,równelcgła. A0 głównego wektora sił,p osinda wartos ć 
S WE ABA SE ; 3 

Wio dowodu waniecy iloczmy z nranych części wzerów KĘ 7 
i ojnośnych cosinusów | tów pomiętzy głównym wok torem z sią ukłedu 


i osiami współr: gdnych,t.j, 


"7 ty W 
er Gy am 
p = EE ea ZA zs RAR 
<< hig T 
E g = 


"03 LPZ yni nam. wy en snosób 1) OCZ yry 1” ArYT, W TRS: AM no Z ne fuko. en iu 


się wy yz w Zeb raj acych z oiie iz Otro w równość 

ue cos fN! W M maa yny sad c 47507. 
Ta tpz. ooo w skonis of -fu DEO aC Dele 

uUfór oni i śmy, zel A ETUER AS e Taksa taťrcic na 


rórvmowśólin” ae ga ia ou sięz eIn] pary sie fw, a; BG 


jedne jsityoWs 


el 
Got 0 a a a a S 
uk% neu  ”.,rontowaz siła W- jost 


równ a mów om u 


a: sił 
s Sa £ . 9: U s 
wymafk ow” sit. sS "i CU BIE 3! n? Ë j> róyne ich suiio goome t yá) 
Gi »*» 5 9» 0 gie 
2 3 n 


albo,co isst to samo sunie goomotr; o j danych sił 
Da tego te% sito- T jest niczalośwa od wyboru w o oni 


pymietu jej saezepieni: Otęrzuty joj ne Osie Waco 2 Wyre że ją 
się wzorami /1 /. * ż 


Mom ex t igoke t ye nmn y Petry zmie" t 
Pó WN y raw e nu KM onen Lowi S taS oaa 
Mow l E OT AA 4.00 2 wz.” l ea O E S a 
waż mara sił V',W" jest "ynsAkowo parg sir A53 GM TIN pd e o 
sa +5” fya więc jei momen" statyczny m a JED ES. 13 $TJQGZ— 
nej momentów suatycznych sreh nar skła towych albo go jest v0 geno, 
sumie gorme!'rycznych momentów statrezneh sił ukłon 5J $3353 ei 


a wzglo0 m bicgma 0', 


Grórmmy momont staiyczny wogóle zależy od wyboru j-co bicgu- 
na Qf,- rzuty j co na osie współrzęlnych wrażnaje się wzocami L2 fi 
mdy bżeęceim O! just obran: w pooroiku współrzędnych 0, w moe 


»rzeeiwazm wzorami Pow OB ZA. | 


ae "= 


DŻ. 
sre. 2 ge 


Z wyżej powiedzianego wniosł "iemy,że dwa układy sił b ę - 


Ga równoważnymi „,jeżesedi ichrewóowne dY 
wek tomwyos Adi iOwn 5 mono m bry „s cb e aby e 9 
e wdedbkoedcm tego  samcgo BIEGUN a 
Będe sobie. równe ,co Ro kierunku twa 
vo se ia lad eo omei., > 


Parę sił /W',W" / możemy zawsze przesunać w przestrzeni. 
w'en sposób,aby jedne z j si sił nn., " byra przyłożoną w punkcie 
O0,;wiedy skłajajac tą siłę "79 z.siła W,według prawa rówoległeboku 
sił otzrymamy ich wypadkowe W 1 


W rezultacie mamy układ sił złożony z ag 
SAREOW KE rómowėny dodanego układu sił 
mo*emy więc wysłowić następujece twierdzenie: 


dwierdueńnie. Ka żdycnkęłaa sid,działa jący 


RNA D roytt ę Mmaierjalng,m oe być przeksztakco= 
moyan o równ ovȚwvs?zny Uukaxad,skł3dajJący sie 
s,ednej sity | mśednej .pamy silegelbo 


e) 
D 
joy] 


ukłnad,składający sięzdwóch siłwo = 
gote nie bkezacyeh wjednej płaszczyz 

NESS 
Takich przekształceń istnieje nieskończenie wiele ,poniewdk 


punkt O' możemy brać dowolnie ,oprócz tego możemy zamienić parę si23 
jej równoważna, 


Yea Typanckorówho wagi si? 


układ u.- 


Twierdzenie,.ą byukład sił,działŁających 
nebryłę ma terjadlnsg,znajaóoważł SięĘviE me 
nie nównowagd;j est kon lieczhem i wys taa 
Cza jacemżebygłówny wektos igłąówn ym os 
nent statyczny sir tego ukżadn dy wiwna 
2 Pm 

rzeczywi*cie „równowagi nie będziemy mieli,jeżeli główy we— 


ktor W i główny mownt M_ nie se jednocześnie równe zeru,ponie- 
ważpara sił nie może być Zrównowa+ona jedną siłe: 


nie będziemy mieli równowegięczywiście i wtedy,kiedy W, ró- 
wna gie Of, M„+0, albo kiedy M =0, a Wam 
e M 


S ted wnioskujemy,że dla istnienia rówmowagi jest kos 
niecznemi wystarczajscem,ą by jednocześnie zachodziły rówiości: 
W-=04M=00,R,A. 

g E a 

Pierwszy z tych dwóch warunków równowagi wyraża się 


trzema równaniami: 


w : : R 0, e 
gx) sgy" slog albo : ei i= 0, ji o) 


| Zi = Oreseanaciici: see ciał OZ 
a 3 
Prei Paa równowagi Mi O wyraża się też trzem 
m» równaniami: | WEB 
= 0, albo 


H 
DNA 
DI 
H 
Roj 
H 
= 
He 
s 
i 


a A. 
je) , 1 an Z4X4/ = 0,2 Taray 


Derer a oi. „/O Z, 


Sześć rówań /7/ 1/8 / nazywamy rómaniami anal i- 
"veoznemi mównowasi girt Lukraqu wprzem 


S1*zen i, 
„lerówmaniarmo>emy wystowić wtem 


sposób: 


S A yp MZzyż0%0ńmec/d6o bryzy ma LP 
nejsą wrównowadzegsdy sumy algebr 
ene iek zrutów isumy e leeobraLcwzn a 
achwomen tów statycznych wzglę dem 

crzoech.0si współrzedhnhych 89, równe 
poru wzw Lędaem Karde jJ 0g zZ0380BNR a, 


Zastosujemy otrzymane równania równowagi / T i /B. Ao 
szczególnego wypadku,kiedy wszystkie siły u kt BE 
duse wzajemnie równóle głe, 

Przeprowadzimy przez początek współrzędnych O prostą xy/ rys. 5Q/ , 
równolegle do sił lanego układu i niech A f? 4 oznaczają kąty 

pomiędzy kierunkiem tej prostej xy i osiami współrzędnych0X, OY,0£; 


Siły danego układu Sy Soge eoe eS będziemy liczyć za dodate 


nie lub ujemne w zaleności od tego czy siła będzie skierowana w tę 
sana stronę'có prosta xy,czy też w stronę przeciwnęzwtedy rzuty tjłch 


sił wyrażaje się następującomi wzorami: 


ye 


Ą YIN: 
X = S] COS e 115 51 cos - EAN = S1 cos S> 
i 2 = SUGSTK 0 oi AT Dn cos G 
! Z Wstowigjac te wyrażenia w równ arjf- 
| 34 nia 7 i/ 8/ „otrzymamy: 
| Pa n - 
~X w e a 3 R S cosi < RER a 4016 osi t 3 Nat 5,=0 
ANT zo s x a o 
NZ a a > i-1 BG) 
BA, M = ŚR aż A ~A A 
a >. ARR A. cos (5 $,=0 i cosj 2 5 „9790428, 2,=0 
ae a a a i= i-l 
A " Soon aa 2 n m 
Z e eu 13: a Ę 
saa Sa O NNR GOSK_-* _ 5,2 mos) 5, x, -0 ; 
cz RE R ŚR. n R gl: ŻA Ia 
aa 2: Z > on ? RS 
u cos. AS. X. -C 0S, 28 y 0: 
Roy s-e 99 ` śś. 1 de i a >> 


Jeżeli ani Je €n z cosinusów Bos « Gos [A „Cos $ nie jest 
rówiy zeru, de MO podzieleniu pierwszych" trzech równań. odpowiednio 
przez Cosat,Cos 8 „Sos $ ,ż ostatnich trzezch odpowiednio przez ilo 
czyny: cos >» „josę „,Cosjż,0osz „1 Cosw.,Cos iż ue nastę- 
pujece rómenia dla nokii aliaso an 


| >=. R. 
ein VEXI EE E Va R. 
| a> a Ą i-l . = JEJ Ia = "a= SiZi 
i EE } Ta © L PPE OPACZ ZSZ zę SZK Sa EEES E E TE, eeo’ A 
| Ir o Coss Gos > Cos 
iat 
| _ Jeeli jelen z cosinusów jest równy zeru np.,Cos |= o io rów 
| nania /9/ »rzyjme taka postać, . A š 
O S = 08, Va 
| ANO ORSZWE HL 
| = R- e a FAR a 2 esa /20 Z 
<_ S,=0 140 5.2.0, COS pŹ ;. los. 3 = 
i-1 i=l j 


Jeżelj,wroszcie,A a cosinusy sa równe zeru np. cos/=0 i Gos y= 
| =0,to zamiast równa LO 7 ‚będziemy mieli rówania: 


| 3:3 
| R Ss=0 i = SA ZA AZ 2 
Ta i-1 1 , pe S iyi 05 


| Rówio.agęciowaoległych sił nazywamy as ta.tyczn ą / patrz 
|  ozdzież N NALE? [gax <cobrocie tych sił dookoła ich punktów zacze— 
Jienia o jeden i ten sam dowolny kait sity pozostaną nadal w stanięj 
równow "i, 

Wąrmmkikonieczne i wystarcz jace dla istnienia astetycznej 
równowagiwyra*=jasię zapomocn równań: 


n 


„Ds n n n 


; Bo cOn F „z, =0 SY 
51 1 302 3 Si; =0, Ra ai 0; 


' dopiero co Tozpa trzonym wypadku hę nie ż równań 


rówmoragi,lecz tylko trzy równaniA: 
a r jeszcze kilka ae wypadków równowsgi kiedy 


` otrzymujemy nie wszystkie szeóć,lócz misj róweń róvwnowagi,pa- 
niewa reszte” równańspełnia ja. się au toma tycznie, 5 MSZE 

| „yBadek L,fszystkie sity anega 
RZ abu da: ała s a Wo re dAn 607 HAGA BAO ZY Z n ic. 


Przyjmijmy płaszózyznę działania sił za płaszczyznę współ— 
rzędnych Z0Yywte? y rzuty wszystkich sił układu na oś OZ będą rów- 
, me zeru,a oprócz tego :współrzędna "z" ich punk tów zeczepicnia je 
będzie zerem,dlatego też trzy rówmania z sześciu ae wa 
się automatycznie,jokc tożstmońci i otrzymamy tylko trzy 


spełnie 
równania równowegi: 
SAS jas r / 
07 0a MB 100 ZP, / +0 
mo, 332 A. 
'mg gt te , same. równania ,które otrzymaliśmy wyżej w $ 1 


rozdziału IV, kiedy roz petryal iśmy płaskie ukłedy sił.Zmiana zna- 
ku w trzecim równaniu wynikła z tej przyczyny,że dla osi współrzęd 
dnych na płaszczyznie kierunok obrotu uważamy za dodatni wiedy,kie- 


dy on się zoznatruje od dodatniej osi OX ku dodatniej osi OY e dla 


osi a w przestrzeni odwr nie, 


oWwypanek M/Wezystkie sity äonego 
układu d ZUW WB JB. BE. Jsedeh e e "8 80 


pun. k te 
Przyjmijmy ten punkt z a poeza tek współ rzędnych Ośwtedy m 


roniewa* moemy roznat-ywać ten poczatek współrz ędnych jako. punkt 

zaczepienia wszystkich sił układu współrzędne x;y;Z z „punktów Zac Ze = 
pienia sił urładu będa równe zeru.Równania /8/ spełnią się auto- 

matycznie jako źwykłe. rówości,i my otrzymamy tylko trzy równania 


pównowagi: 


a. in. SB 
Zi RA OB Ye 0, 709 =0 
i= $ S -ia A 


A To sa te same równania,które już raz otrzymaliśmy 
"w $7 rozdzisłulii,kiedy rozna trywal iśmy układy siło prostych dział 


, niach przecinajacych się w jzAnym punkcie, 
: | 


"YyPDRaeER ITW "ysttk lie siły anes 


s ukradu se równej całe do jedne j pia 
Swe Zy Ay aL Sn ("low 20 warte rw Jean ej 
p ms 20 2 y 2n eś 


Przypuśćmy,>e siły układu sa równoległe do płaszczyzny współ 
rzędn: ch XOYywte*y rzuty tych sił na oś OZ będa równe zeru: 
2.= 0, otrzymujemy wtevy pięć równań rówiowagi: 


A. m je w a 
m X.=0 SB Disc > X. Z =0 2 V.Z, =0 i DOE Y Z,” 
P RAN + ? pkn ? Pang W OSZCZ PEER m : 
ją Í ia EAU, jj ii jj 58 
Iy = 0. 


$3.% ypas ck jedne f vypadkows 


Twięerdżenie.i by ukłań siżdązia łająęąoyoh. 


na bryte masuoer jalme, "owa dzo 2% sic dao 
je dlare J Siz wyma akowe'jpoó trzeba + ye 
atarcerzra, "eby akiewny wek to tych sca 

rowny oo: ua e 
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Przypuććmy,e przeFsrtałciliśmy dany układ sił na układ 
rtównowa*ny zło*ony z głównego wektora sił Wąi pary sił o momencie 
statycznym, rówmm głównemu momentowi statycznemu M .- 


Udowodnimy spoczetku konieczność warumków, 
zawartych w twierdzeniu: 

Wyobrańmy więc sobice powyższy układ sprowadza się do 
jednej siły S,przyło?onej do punktu O'bryły materialne j/Rys.60/ » 
w SI. tego rozdziału powiedzieliśmy,że dwa układy są wtedy tylko 
równoważne ,gdy ich głównie wektory i główne momenty statyczne 
względem tego samego bieguna se sobie rówae,co do wartości li- 


czebnej i co do kierunku, 


W wypadku obecnym jeden układ 


składa się z jednej tylkg siły £ 
"alatego siła S musi być rówią co 


je W wartości liczebnej i kierma 
ku, głównemu wektorowi W ,a jej 
\ . 1 - moment stacyczny względem począ t-- 
a ku współrzędnych O musi byę równym 
RSE A co © wartości liczebnej i kierun— 
i > ay ku,ecównemu momentowi M _. 

s [ej 


4 N „Stąd wyni.a,że gdy punkt O! 
\ N A _' znajduje się w początku wspórzęd- 
wade \ 'nych O, tizmusliożathódzić równość: 


i 0 3 M, = 03 
x ` ; A gdy punkt O! nie zmajduje 
a Nae=900, Az się w początku współrzędnych O; . 
Ore R A pa .'to główny moment statyczny M 
Rys.60, Ean À A musibyć prostopadły dopłasz-Ś 
A M 'cezyżny „przechodzącej przez purkt 
1 przez prostą działania siły Sa ponieważ siła Sjesżrównoległą 
| "bec tego otrzymujemy, że M jest prostopadło dr wM AW, 
/Rye.60 / „e ba o. > a 
"Udowodnimy teraz w y s te y- 
wg R czalnośćw a r un k ó w, zawarm 
AWR wa: tych w twierdzeniu. 
GdyM = 0, to siła S równa 
co do wari Ośc i liczebne ji kierun- 
 ku,głównemu wektorowi W i przy- 
łożona w począ tku współ Pzędnych 
7 O,będzie właśnie siłą wypadko-. 
j w danego układu sił. 


X z 
Ą = a ca Gdy zaś M LW  weźmiemyta-- 
A = ; Ś 


ke. rakę sił ,oŚpon adejącą momała-- 
„e i i a towi statycznemu M żeby jej si~ 
0!/ xod9Z, 4 4S' ły były,co do w rtości liczebnej 
rówie główneńu wektorowi sił W% 
Ryś.6l. wtedy ramię tej pary będzie róż 
VEe a mae ilorazowi Wy „Przesvaisny tę 
naręw przestrzeni tek,aby Jedna z jej sił S' była skierowaną wzdłuż 
je A Le m vE j 
prostej działania główiego wektora W, 
'.egrunku,wtedy druga siła S, należąca a 
„aałuż >rostej 0+ S,rówioległej do pros aa 
j į si ; ataj 
ktora V-Stówmy wektor sił układu Wi siła 5',dziażają 
jedn= siła S równ? — cO 


w „/rys. 617 „lecz w przeciaym 
O 


o pary sił będzie działać 
tej działania główiego we— 
na pumkt 


O,wzajemie się równowae Pozostaje więc 


|| 


Ao wartości liczebnej i kierunku głównemu wektorowi sił ukłam 
du | siła S jest siłą wypadkowa danego układu sił.C.b.d.o. 


Wzkażemy teraz sposób wydan aczania punktu 
0Qawczepacz L6,wynadkowej siły ukta = 
d u: 

Przeprowadómy przez początek wspórzędnej O prostą 00! ; 
prostopadle do płaszczyzny,zawierająć e | główiny moment statyczm 
ny Me i główy wektor W sił danego układu,w tę stronę ,aby pa- 
trza cy,majec główny. wektor W przechodzącym od nóg ku głowie; 

i zwrócony twarzą ku główaemu momen towi statycznemu M „widział 


8 
prosta 00' skierowana od strony lewej ku prawej / patrz rys. 6I /. 
A 
Na tej prostej 00' odetniemy odcinek W_ U? ótzymany w ten 


sposób punkt be dzie poszukiwanym punktem zaczepienia siły wy- 


nadkowej układu. š 
W yporownizimy wzór analityczny dla przyrodku swe. 
Albo M | w zak adajec e W (Ga 
sa a 


Z geometrii analitycznej mamy wzór : 


M Y eer s/M oa Law N M WR aM W 
e ao gx gx” By gy * gz gz’ 


ponieważ zakłańamy, be W nie jest równy zoru,to rów 
ność T U o: /M W/= O może zfichodzić tylko w dwóch wypad- 


o = e MAT W = M W . 
kach: g r O albo g^r cos /M_; > O, czyli zt 5 


Go 
Stad widzimy, że równość: 
MW EM. WM Mec 
SX EZ gy 8y gZ 87 


jest poszukiwanym warunkiem. EA A 
Do wyznaczania rzutów siły wypadkowej na osie współ- 
rzędnych mamy wzory: LG, 


c S.3/ ZW -9.G084/5,% I 5,7 JW .» 
„cos /S,X/ RE coss S, y = Hy? Ś* .cos/ 8; /= > 


"yznaczymy jeszcze wsuóiczęln$ punktu O'/x SIZ » te je punk- 


vu zaczepienia vyp°ikowejyw tym celu nocugpujscy układ rów= 


PASE 
BER 
nań rązwiezTjomy względem niewiadomych XYZ * 


W -W _ z M W z — M i -y i 
ezo” gy o gx * gx'o "gz o" gy *"gy'o Moog * 


W XW +Y zZz = O 
gX O gy”. 0 gż o r 


Pierwsze trzy z tych równań wyrażajś,że momenty statyczne 
siły wypadkowej S, prwyłożone j w punkcie O! / x „y „z / względem 
każdcj z trzech osi współrzędnych równają się odpowiednio głównym 
momentom statycznym względem tych samych osi,czwarte rówanie wy- 
raża, be odcinek prostej 00! jest prostopadły do prostej działania 
głównego wektora sił 3: 

ti t y REA 1 m SEA 
» cos /00 EA 2 oa P a” 0. 

Aby rozwiązać powyższe cztery równania p.możymy trzecie z 
tych rówań przez W _ „drugie przez W, „a następnie odejmiómy jednood 
drugiego wtody: 4 Za j 


M AWA /X mW N yM N 
/ By Bz 0 gx O gx' gy0 gz! gy BY gz 
4% 
dodajsc i ońejmujac od lewej części jednocześnie wyrażenie 
x_ „otrzymamy: pe 


Ą 


w 


gx0 | | i 
WA śWĆ +W x W W W ya" gz / =M W M W 
| "ga" ey "eż Fo a aa gyfo* arto Von ey ey ee + 
Ya zasadzie rówmania czwartego znajānjeny ostatecznie: 
p A 7 i s Ź . z 
Yx M „W „M. 7 gz, sktd wynik: poszukiwany wzór na 
M W „M W 
* „m PELEN EN BE 
Q W 
g A 
w analogiczny snosób otrzymamy następne dwa wzory : 
M w M W ; M W MaN 
opra ZROB RK, owy MARES O + 
so 0 o 2 
W W 
| 8 
W szcególnym wypadku równoległych sir, na | 
my twierdzenie w takiej postaci: | 
Sity ronn ologio © 1ałajaco ma dry - 
tg materia ina spróowa: ango Aig do je danej | 
wypadkowej piezei Len gaownz wek vo: nie 
Jest równy aero s. o 
/ 5% /. 


r. 


Opisrzomy osie współrzęjiych w en sposób,ehy JYdna Z nich | 
_oś OX,była rósnoległa Ao sił układu,tedy będziemy mieli: 


| 


Wo =Q W = 0 M2 ..05, 
# a gz gx mai. 
Z a więc warunek M o W +M Wo +M W = O będzie 
8X gx 8y &y gz 6% 
spełni ny i siły układu sprowadza się do jednej 
| vwa się sumie algebraicz- 
„prosta działanie jej 


wwondkowe je 


Wwąrtość liczebna tej wypak. w, 
nej 1iczebnych danych sił wypadkowych : As 
jest równoległą fo danych siź,a kiermek zależy od znaku sumy algb-- 
braicznej mn S.o 

5 i 
i1=l 

Jeden z punktów zaczepienia wynadkowej sił rówioległych, 
dowolnie rozmiezczonych w przestrzeni,posia'a taką własność ,iż 
położenie jogo w przestrzeni nie zależy oda kierunku prostych dżała 
nia sił układu. Ten punkt szczególny nazywamy środkiem 5 
Ukra ay e araro wA ote S ry eNe 


Aby wgkazać,$e ‘aki punkt rzeczywiście istnieje i żeby o 
wyznaczyć ,złożymy kolejno po dwie s* z początku siły,skierowanę 
w jedną i tę sama stronę,a nastęmie ~- siły,skierowane w przeciwną 
stronę przy tym wyznaczymy za kadym razem odpowiedni środek.Otrzy- 
mane w rezultacie tej operacji dwie siły,które sę skierowane pra 
przeciwne strony dodamy i wyznaczymy ich środek,ten środek będźe wš 
wtaśnie poszukiwanym punktem t.j. środkiem S układu równoległych st 

sir. 
Srodek równoległych sił układu jest to t en punkt zaczepiem 
nia ich wypadkovej,dookoła którego będzie się poruszała ta wypadko- 
Wa,gdy będziemy obracać wszystkie siły układu dookoła ich punktów 
zaczepienia o jeden i ten sam ket,nie naruszając ich równoległości, 

Vep eraen lz PALA / środka S układu równoległych sił w- 


vażaje się wzorami 


ABEL 25y „NDZ 
i=l last R 
= Ee psi M ORKI R, a y OP TRED, VEAIN OEE anaid, EEE P mawe inen penres iam 9 
s m 3.m sn 
l «aaa m” 
ZE 8, Tek, Pi 54 
i=l i=l A i=l 


przyczym (X, DZE / se współrzędnymi paki zaczepienia 
siły 5; Fis Tp sa RATA 

w celu wyprowadzenia tych wzorów drogą analityczną ,zaznaczy- 
my,że moment statyczny siły wypadko'ej "=" S.,przyłożonej w środku 

i=l 

S,równa się sumi c o Bia moner ów sił składowych względem. osi 
współrzędnych prostoka tych OX,0Y i ( /patrz $1.rozdz.V./. 

Korzystajtc z wyżej wspomnianej wzasnoć 'i środka 5 układu 
równoległych sił w celu zestawienia momentów względem osi 0Z,nada- 


PAY 
a y, 


jemy siłom układu kieumek równoległy np. do osi OY /Rys, 62./i napi- 
szemy dla takiego ich położehia rówanie momentów. 


"Na rys. 6? mamyqpłaszczyznę XOY,na którą zrzutowane są siły 
danego układu S ,5,.......S_,0ś współrzednych 07 wyobrażamy sohie 
idąca z pmktu D prostonadle ^o rysunku wstronę patrzącego, 


Równanie momentów będzie wedy /patrz $1 rozdz VI. /: 


ponieważ rzuty danych sił 
układu i ich wypadkowej na osi 
R Aj A 3 OX i OZ se równe zeru,a rzuty 


4 s sił układu na oś OY SĄ: S4 Speeee 


a i i S Sa i rzut wypadkowej: 


i=l 
! Skąd otrzymujemy wzór na współ- 


Z i 
Rys.62. | d=l 

b Obróćmy eraz /rys.63. / 
areo p m5 aszystkie siły naszego układu tak, 

| YJ Ys Ta Va F by były równolsgłe do osi OX i ms- 

ANR i łu n tawmy równani: momentów względem 
e tychże osi OZ co i poprzednio ,*%- 
e x dy otrzymamy” 


PADA S n. S.y 
A a 4 sA 33 


S > 4 7 : » O 
KOD Z Przypnócuy wreszcie;iż sily 


| si. n układu są skierowane równolegle 
do osi OX,układając wtedy rów 
nanie momentów względem osi OY, 
będziemy mi:li: 


Rya Ose" 


p S-6- Mgz 
' A "s I Boom. ml 
Boo 23 Skad mamy trzecią współrzędną 
i Wo on Ta środka układu rówiolugłych sił: 
Z, s. ax, 2 
a 0 Ru 41 
Boa SAI a CARA. 
T | 8 s n 
pal A 50» 
Ja Ba u> S4 SL 
T ; Za Ai Płaczerymna rys 63.jest płasze 
ZE on WRÓĆ a E A p, nyana XOZ, ma która rzutowenę Sg 
Rys.64. siły naszego układu,pryczym punkt 


gu jest rzutem środka $ „a oś OY 
przechodzi przez punkt O prosiopa- 
dle do rysunku w stronę patrzącego.- 
Postępujac w ten sposób dalej,moglibyśmy napisać wszystkiego 
sześć rówńań momentów, trzy niedopisane równania momentów byłyby pow 
tórzeniem wyżej nenismnych trrech „po: waż każdy układ równolgły sił 
posiada jaden i tylko jeden środek, Zawyiżymy,że Ala sprowazenia ukta- 
du rówolcegłych stół do jednej siły wynańdkowej W= > SĄ nie ma potrzeby 
Te ; 
obliczyć współrzędnych /x, WADA ,/ punktu zacespienia O',wyrażonych. 
wi orami 23 tego $fuzo wiele. a wyzneczyć środek układu 
_ rówoległych sił S/ XJ. K „wg tylko co wprowadzonych wzorów. 
Gay dany uda si jest płoski,i.j. „gdy wszysti ie siły ukła 
leże w jcodnej płaszczyśnie wtedy nierwsze dwa z tych wzorów wystarcza 
do wyznaszenia ich środka S / EA J 


"+ wyna dekad woech ao Lt nie leza 
Oyo nw Sedney pra aaen y ae 
X U 
"a 4 pkmęetnik fa 
m ZA 
AA A Mg mwierdzenie. Gdy główny 
4 Magite/cos Me" „aaa wektor sair ukradu 
{ i / 4 niece jo gwi WMYy. 222 
X A E ru osa ad óównh ym ob a: 
Ą SVAYWyZNYy terz MAO 
e: - Vegasin, w jest nówky zenia 
Ra A nie jest prostope e 
azry do głównego we 
a \ tora to ukrad © pros 
y "a NET waza sieg aogsam 
i sA: 5 030W%030],00.8-8J0GR Pa 
A tys.65, sił A ATi a a a BA AN s 


woo e omas ej don kierunku Tej) Sy . 

Przypuśćmy,i> uktrad sił jest równoważny układowi złożonemu 
sity przyłożonej do poczetku współrzędnych O i równej co do warto} 
ciiiczebnej i kicrunku-głównemu wektorowi sił W ¡i pary sił,której 
me ient j.st główaym momentem statycznym M „względem początku O. 


Parę tę rozłożymy na dwie pory składowz w ten sposńb,aby 
moment statyczny jegpary M . był rówioległy do główmego wsktora W ; 
* moment statyczny drugiej- -pary Mo -prostopadły do niegoąwtedy 5 

5 


kędziemy mieli, 


ji = . ) PY A ES j é 
Hogy Mecos / a d NE M. sin ZAM 


Druge parę przekształcimy tak,aby siły jej były,co do war teść — 
ci liczebnej,równe głównemu Kona 4 ramię jej będzie: 


M Bd MW 
RF ą KE 7 . aay 7 
€ Noo tgpnie umieścimy otzrym na parę w ten sposób,aby 
jejina z jej sił S! bvła przyłożona w punkcię O i skierowaną wzdłuż 
prostej działania główmoceo wektora W locz w stronę przecjwną,wtedy 
0.450 siła będzie przyłożon* w pmkcie O',przyczem o?cinek prostej 


o M T EWY 8 ć 
Ape, 0, 51M /M W / est ramieni>m tej pary /Rys.65 /. 


Ton odcinek 00!, bedac prostopadłym jadnocześnie do OS',i 


-.9»BGdzie prostonadły do płaszczyzny,przechodzacej przez punkt 


gotów 


i zawiorajece j setówny walk tor wd głównymoment statyczny M „Dwie 


sity W 1 5! wzajomie się równowa?a pozostaje jedna siła S r*ma W: 
T ; ; 


t 

t 

f=' / i jedna pare sit o momoncie statycznym M „ponieważ momen t 
z 4 


nost rówiolcgły A0 S to płaszczyzna tej pary jest prostopadła 
DRR 


do 5 siły S$. 
Sprowadziliśmy więc dany układ sił œ jednej siły i jednej 


Ass” © 1 R AEL PPSA Aa A OW |; É SA : ATETEA: i © 
koty Si kioii płaszczyzna jest rrostopadło 10 sity-.Taki ukłag sił 


nezywony sk r ę Cima koI je mę -.bsfl.0, 
Jeroli dodamy siłę S tego układu Año jednej 2 sił pary,to wskutek o= 


go przeksziałómy powyższy układ naukład aŁożony z i1wóch 
SF ne lewe 6 pech wm] o mic" Aa 82 6. 20y ZL IB 


z rys.66/, 


s 
s 
rj RE 
` 


/ i Szezególnym wypadkiem skręt- 


o jes. jedna siła wypadkowa S$, 
pay moment statyczny 


X 


u 
> 
HENS 
m 
NE Gz 
| +b N] 
a 


M *00%/MW „/ =0 co może zem 
E 5 e © 


| 
| 
| | chodzić w dwóch wypadkach 1/gdy 
F l [i { 
| i + f Y = j gr si wdw T e to ie 
A R | 7 M == O T 2/ gdy Hg" 'g3 ten WIĘC 
1 i Pr A z ? aa 
Ę = mj - szczególny wypadzk był Osobno roz 
A nej | / ` patrywany w poprzednim $4, 


f- Drugim szczególnymwypadkiem 
Ę ai 4 skręt a jest jedna para sił ,gdy < 
ak ła § = ", = 0,i ten szczególny wy- 
07 padek rożpa tryw liśmy już w $3. 


| 5 Wypa 1% BaCi A an 
Rys, 66. reszcie trgoain nati oT 
nym wypadkiem skrętnika jest rów 


waga sią ukłedugo nestapi,gdy jednocześnie zschodzą równości: 


W -_O3M 
E > 


a O: „mieliśmy tan wyp?đek w $2 tego twierdzenie: 


-"wierósenić+ kac dy mk rq, sle mos. e bye prao = 
sa (woce ony na móowhnowaeżny ukła +z4+02420— 
6/la dac] 


ij 


vy 2 eaae] esi ly more] 
pary sd+/moómem tikętdorej może +0 /,p tasg- 
SzYyYzK A ak tórej jest Peso Selso padada a 0 pP NOs 
Ss tejJ da Tar an ira te] Sa 4 a 
__ Główny wektor simu jest wartoscia stała niezależną od 
obranego bicgung przekształcenin O'g 
W. I tego rozdziału uñowoñniliśsmy,¡iż rzut głównego momentu 
staty cznero ne proste działania główmego wktora jest wielkością 
też stała Ala danego układu sił i nie zmienia się ze zmianą połom 
tenia bieguma O'. 
mlatego toż wektory S= 1 M, = M..cos /M Wf „otrzyma 
ne jako rezultat przekształcenia danego układu sił na skrętnik na— 
zywamynmiezmaiennikami /Jmwarian tam i/,tem 


g6 układu sił. 
Gdy układ sił jest przekształcony na szcyini" uu prostą 


Xy na rys 65. przeprowidzone przez o owiadejęcy Leu przekształ— 
czniu biegun O0',rówmolcgl= Jo giówieco wektora tego urładug nazy= 
wmycsia s rodfkowa lasia centralnęy/t.o 
ukradu sit.Ta$dy z pmktów osi środkowej może być obreny za punkt 


zrczopienia siy 5 arręlnika. 

Ł atwo. mrzekonamy się, je”sh z niezmienników ukłedu, 
mienowicije mómnt sto "yeczny pary 'skrę tnika 
M $ $ n Ą A , : 
pe Ston a amne gamy a o Ne Ay Sek ©R 
płównych nomentów sta Lycznych vego 
ukła gd u Dlatego udawodnimy,>c względem każdego bi.ssun:. O,nie 
leżącego nr osi środkowej urrsru,gkówny monent ste tyczny Mae bę 
anie ea oń roren tu IE „4 | O0Y; e rzut słówaczo momentu staty- 
Sonego no arosie dzia tenis gzömero. wiktor ukłndu sił jsst wiol- 
kose is state mie zmioninjace: się ze zmiene położenia bieg'ma,dl2- 
tego rzuty gtóymych momniów Mo 1 Mh na kiermsk główmejo 

SACHE 


Ex 
tektora Y- sa sobie równ +2 więc „omy: 


Ma] = Mge + 2908 sf, Ka g „aa = wa 

ale / cos / Wae Te A CI, My © Mk 

znak " =" odpowieda wyp”a:.0wi gdy Mac JI lig „więc wy- 
Er okręjnika.C.bsd.0+ 

Zpowyższych rczwe"nń wymien n.stępujacy sposób sprowam 
arenin Arnego ukłntu sił do postaci skrętnika: 

Tyzn”czymy główny wektor aii i główiy moment ste tyczny 
Me danych e sit wzgl. ñg om Towolnegc biegun 0 Ż zwykle począ Wu współ= 
rzędnych /» 


| Nosteopnie z pmktu © wystawiemy prostopadłą do płasz- 
myzny orzechodzaccej przez główny wektor Yoi główiy moment stem 
tyczny g układu w tym kiorumku,j*k to zrobiliśmy w poprzedniu $, 
mianowicie ,eby pstzaacy majac główy wektor W, przechodzącym of 
nóg ku mie „i bedac zwróconym twarze ku głównemu momentowi ste 
tycznemu '„,widzioł tę prostopadłą / 00' ze rys.64 / skieroweną 


na sirony lewej ku pro: ej. 
WE przepro” *"zonej w ten sposób pros topr.dłe j /00' / 


M O 
CFA ? è U) 8 Pan / u Wa 2 
odcinamy długość 00°’ = 
W 
g 


Wtedy siła S równa się co do wartości liczebnej i kierunku 
głównemu wsktorowi sił W i para sił,której płaszczyma jest pros- 
topadłąa do prostej Jziałania siły 8,0 momencie stetyczngm M „= 

© 
M- cos / M / „beda tworzyły układ równoważny sił czyli skrętnik 


g» z 
4 m. i 


-e Z 
f È y 


VIL, Srodek e i k o e oa Wył ; 
powiec nze hai iliniimeterdaln ych. 


Wszystkie cieła na powierzchni kuli ziemskiej lub też w r pos 


bliżu jej,znajduja się pod działaniem siły ciężkoścg,przyczem z po- 
wodu nieznacznych wymiąrówrozpatrywanych ciał w porówaaniu do wym i ah- 
rów kuli ziemskiej możemy przyjsć,iż przyłożone do poszczególnych 
cręści ciata siły ciężkości są wzajemie rówoległo.Dlatego też Wy= _ 
p ikowe. .ił ciężkości przyłożonych io poszczególnych części bryły 
jast rówia sumie tych six,” -punkram joj zaczepienia nabryle jestśrodek 
rówisległych sił cię>kości;teh punkt nezywamy w skróceniu ś rod -= 
kiom Ciete? kos oi 

Dla wyznaczenia jego współrzędnych możcmy więc zastosować 
wzory,otrz ymane w $4 poprzedniego rozdziału VI / wypadek równoleg— 
łych sił/, 

Przypomin”jac sobi? własność £ środka równoległych sił ¿że jego 
połóżenie w bryle pozostaje niezmienne podczas obrotu wszystkich sił 
o jeden i ten sam kat, jeżeli tylko przy tym nie zmicniajź się same 


siły i pmkty ich zaczepienin i zaznaczając,że obrót sił możemy zast 
tapić przez zmianę położenia samej siły *ojdziemy do waiosku,że 
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Udowodnimy Ava twierdzenia Gildin'n o powi:rzchniach i obję- 
tościsch brył obrotowych. 


D Twierdzenie © wLa in a Polo powierzchni 
A O LOGWeJ tworzonej przez omma cando 
Pae riea Kroywe.j dodkeaełra 064 w Jo J pza- 
Bócży”mie 1eżrcej I jej /bzywej/mieptze- 
e rna peee „NMówma a dtę 1108632 ya 0%1 dr Ug be 
> "ś6c$* Krzywe JJ Gwokzzą = 
AK 66] 18XUGOR.YAX RECZ GB 
| A zZakireśsślonecco přzoz 
R ba środek ciężkości 
pe -AM bworzacej rzy tym 
mmm iia trz yws tworz *06 a i 
| j powierzobnig przez 
| 6 mir atWworzonę AWA e 
| omy we jednorodną. 
IB =" a Eon Ra. 80, > 
ją, -j Trzypuśćmyże "łaszczyzn' r; 
a. : 80 jes. tę płoszczyznę,w której znaj- 
o NE. uje się dana krzywa AB,przyjmiamy 
tę pł "smzezyznę zt płaszczyznę współ- 
Rys.”0, rzędnych = przy czym niech oś OZ 


$ „dzie zgodna z osie obrotu. 


Ozn”czymy przez dl element nb krzywej AB,a przez x leiiTrzes 
dne środkn M odeinkn cb, wtedy element powierzchni obrotowej ds, utwo- 
rzony przezobró t elementu krzywaj dl „wyrazi siv zn pomocą wzoru: 
_45= 29 xdl,ponieważ tn powierzchnin. bęćzie powierzchnię ściętego 
stożko lub walca obrotowego. 

Powierzchnie A utworzon” przez cało krzywa AB,będzie równać 


SA e fas = 2d (dl pergen c atka określona jest rozciągnię- 
te na enłą Ałurość krzywej KB. 


B- 
n | xa1 B A 
Ale wiemy,?e X. = RO wiec EN =X dl=x_.Dy 
S f Ę "8 8 
A al Sh b 
K | EŃ, SĄ 


przyczym L oznrezr orólną dłurość krzywej AB. 


"$ 
Wstewie ja le w wyrażenie na S otrzymane wartość dla 5. xdl be ~ 
JĄ 


nziemy mieli,że S= 20 x Dy ta równość w; PAPA wwiardzenie Guldin'a e.b.d.o. 
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; Bioręc osie wspórzędnych 
nońobnie jak w twiśrdzeniu I,ozne- 
czymy przez AS elomasnt pole dengo 
obwodu ABG, przez A V odpowiadaja- 
cy:u o »msnt objętości bryty obro- 
towsj,przez S vole cał«go obwodu, 
przez V objęt ść caroj bryły obronw- 

wi i wreszcie przez /x,y/ współ=- 

. rzęńdne punitu M pol” obwodu BON, 

; ; witany Wsi / FIAK dze x” "dz, 

ponieważ aV jst objętościa wajcowego nierścienie,a dx <MNi dz=MQ w 

elemenciejqs | ; 


sws 


: a redukcji wyrazów nońobnych, otrzymomy,że QV = lo x3xdZ+ 
F Azf/ Ax /?, „vomijajre wyrez drugi jako rzędu wyższego względem wyra 
$u pierwszego, i znmieniajsc w wyrazi: e. żrwszym dx.dz przez 45 otrze 

ki My ema? o 
j 


catkujsc nistgemie obie © części otrzym nego wzoru wzdłuż 
esraro nola Aanero obwodu g badz io zmy pieli V Ag JI | sa8 


SPAŁ 


Z >. SAO 
ale WIEMY, x, mak” n pny ska gl p NAS = x { aS „Dlatsg 
NE A ; + A, A Aa S j9 
Ag y s 


A 
7Tastoscwonir zaa wogih toierńzc Guldin'a moge być dwóch ro- 
aza jów [E ao wyznaczenia powierzchni i objwtości 2 obrotowych oig 
brzymywonych z linii i obwodów,posisdajecychznene nam srodki cięże 
kości i 2/ Jo wyznnczenia nołożenia środk» cięśkości linii i pól ob 
wodów,dostorezajscych nam polezas obrotu takich powierzchni i obję= 
tości brył,któr: sa nem znanż z geometrii, 


YIV.Trzykład,5 rodek c ię > k ośs e i js dnorod noe 
go polna kołowego odcinka /rys.8y „Niech ABON » 
jst Arny ofeinzk kołowy ze śrońki:m O, promiesiam R i łukiem 4@ >= 
=2, IT -DO<M przyczew Xicst misra tiov kata AOB. 


A/e ly roznatrujemy ukła. vól 
obwodów OAC i A300,to wyłączając 
A z niego pole nierwszero obwotu, 
otrzymomy akur”t dsnyodcinek Ko- 
m Łowy ABOD.Ale powyższy układ pól 
z R tworzyy wycinek kołowy CAC dle 
ea so > P A którego nołożenie środk:. cięż— 
= ND = G kości S$. jest nam znana /przy- 
i | kłsdaIr fa a ponieweż znamy tam 
tre położenie środk: ciężkości 
i nak s, polła,zewartego w wyłączonym 
Ao AR obwodziż t.j. pola trójkąte OMC, 
i . toposiedamy wszystkie done niez 
b 'ńe do zrstosowanie twierdza- 
i l nio VI-go. 


E AE E S 7: PAARE o ENE AA RT a 
fi ; 
= 


| aa > "ismy,>e OS, == or = 


LJ: 


3 De rO 2. 
oprócz tego n zese*zie przy- 


kłodu VII, 055 -3 OD =R Cos. ol 
SSE? Bo się tymi dańgui, | 
© rzymujemi;$e S Sa 0 - os za Że BoA A> > e in o 
i? l 3 EE. 
Chociaż według twie ;razenin VI-go musimy zneć stosunżk wasi po 
pola OA ŒC ao wrogi pola ode inka. kołowego ABOD,nles zpowodu jednorog e 
ności tych pól powyższy stosunek możemy zamienić stosunkiem pola 
OAC Ao pola odcink” kołowego ARM, 
Wziawszy pod uwagę,*6 nowy*sze pola wyrażeje siż odpowiednio 


A ; PZ <A 4 
wzdr”mi: R. Sin c.Cos cx i RR-P? Sinc(Cos x. sbtzrymamy neżodległość 


- ARE 


środka ciężkości S odcinka kołowego od środka ciężkości S4 


kołowego ną podstawie twierdzenia VI-go nastepujacy wzór: 


`> 


wycinka 


2 Sino“ Cos VA 


2 Si a © R 
jo ki e. za 2 
po 3 coi ROCER Bingos 


2, /$ind = Cosa/ SINOLGOS o< | 
= 3 R TAN | wm merama re meme ie ; «© dla tego 
R ZNA =- SInoć Coses 


-pp a n DORA 


* Sha 2 7819 < . Gosę4/ Sin = Cos 
i M Sir eCo so4/ 


aw YJ oraa 


BA, Sin cx 


= y- R = OE TT jel- Sin. Cosoç Cost/ Sina. OLC cosa] 


RUK PAARE 
. Ponieważ wyraz 2 się w nawiasie kwaddr$ towym ław 
two sprowadza się do s i e: : n aa <> 


określn pokożenie na promieniu, a a + uk ina odoinka koło 


wego no pół „Ś rodka ciężkości pole jednortdnego odcinka kołowego. 


_B/.Ten sam rezultat otrzymmy,stosujsce drugie twierdzenie - 


Guldin'a; 
Rzeczywiście ZY “opre cemy dany odcinek kołowy dookoła osi 
OX,żo objętość otrzymenej przy tem bryłyobrotowej / kształtu wers twy 


kulistej,z której jest wykrejany walec obrotowy /Katwo obliczymywe- 
druz wzorów o trii elementarnej,a mianowicie : 


4 R3 Sin? 
NaSZA jej wiam cy (AK 4 a e Ni 


3 
poniewa? zaś pole odcinka kołowego ,które oznnczemy przez So 


jest: SR K - RÓS Sin: Cos cito wstawiajac otrzymane wyra. żenie do 
„ru Taer x S, będzięmy mieć: | 


ti P sida 2 f zA LR sinal Cose(/, skąd okrem 
aior a e | | 


zes 3 
XS OS = ka a. = więc o: 'sam wzór co i 
i - Sin ŚCos 4 


wyżej, 


VY,Przykłndń,Określić -~ nowierzchni i objętość bryły o= 


brotcwej,powstojnceej o? obracynin koł* dookoła. osh,lsżocsj w płeszę 
czy fnie tego koło i odleskej où śrońkn jero na długosć nie miej 
sze01 promienin kołn/ rvs.3%/ ,/cinżo takie nazywane jast to re ny. 


Rozwiszonie otrzymujemy zo pomoce twierdzenia Gullin'a, 
eoan niech drns koło posiada środek w pmkcię Os + 
n promień jego jest sodległosć osi obrotu OY od 0, ozneczymy przez 
he) ` EoI 28 A 
R,przyczem © „p, AY 
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f 
! 
ł 
i 
ł 
į 
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PAR >" R BIEL O elmo 


Rys.83. 


wy iedzec „*e śrocek ciężkości zarówno obwofu koła, jak 
i polz jego znejtuje się w joeco środku gcome trycznym,t.j.w pun 
TORE O, rprzychońziny %0 wn iosku,że długość obwodu koła ,żakreś- 


Lonegop "zez sia 07 jest >h Wp ponieważ obwód i pole denego koła 
cą ogr i ka p” to twierdzenie Guldin'a dedzą nem: S=4 f Żą iy = 


a żę 
BZ 
DREE, 


IVI, przykżeń Tyznoczyć środek ciężkości bryły jedaorod- 
La RA nej ,kszieł tu graniastc 
3 WARSA a słupa noesiego 0 20 
średnie przecięcie rów= 
noległe do podstawy,jest 
przedstawione ne rys.84. 
postaci figury pokrytej 
kreskrmjąwymiary są po- 
dane no rys.84, 
widzimy,że gdy z graniasto- 
stuna o podstawie ABCD wy— 
łączymy greniostosłup o pod= 

stawie 3FKL,to otzrymamy 


s 
SZ 
EM 7 


Cany non gr-n,dlrjeroteż w tym nrzyłtłsczie możemy zastosować 
twierdzenie VI, : 
= Poniewać zaś w przykłońzia ZIV korzystali śmy już z powyżm 

szego twierdzenie,to w tym wypadku zastosujemy twierdzenie V.' tym 
celu wyłaczymy z gr-pa o podstawie ABCD oprócz gr-pa o podstawie 
EFKI jeszcze gr=n o podstawie MIPOsotrzymne przytem bryłę oznaczymy 
przez T,oczywiście ,$8 Rosana e do bryły Tt gr-=p o podstawie MNPQ; 
otrzymemy čana bryłę, M 

Ponieważ bryła T jest symetryczną względem punktu S. le- 
żeccgo w śródnim jej przecęięciu,to ten punkt S. właśnie będził środ 
kiem ciężkości bryły „środek ciężkości gr-pa 5 „osa MNOQ znaje 
duje się w punkcie S „ tegoż przecięcie średniego 

Ne zosańzie twierdzenie V-go,dołęczenie do bryły T gr-pa 
o podstrwie INOQ wywoła przesunięcie środke ciężkości S. do pewnum— 


go pmktu S,přzyczom 5. S=8S 15> stosunek wag możemy zastąpić stom 


_sunkiom objętości,ponieważ bryły se jednorodne „stosunek zaś objętosqi 
jest równy stosunkowi pól podstnw,bo wysokości obu greniastosłupów 


8” sobie ríme, „więc 


G A. . T | Tn I asie | R 
mać Z zm ; AlE Oprócz tego- = p "aj 2 = a> 
6 aAme 127 Bema al A] 
otrzymujemy PRASA a Ba. or + 


t . aa" 


ingók ten po aa a proot e] położenia poszukiwane = 
£o Srodki S , - 


XVII.Przykłod.Na precie AB o długości 180 cm. i o wadze 

2 kg.nosadzone sa dwie kule,ważęce każda 8 kg w taki sposób ,że środ — 
ki tych kul sa oddalone of środka PES o 54 em w jedną i drugą stro © 
nę. 5 Wyzneczyć środek cięż- 

kości powyższego układu 
i określić dokąd om się 
przesmie w lewo o dłu- 
gość równą 27 cm /rys. Bs 
Har, Gdy środki kul 
H znajduję się w punktach 


5459 > 30 środek ciężkości 


całego ukłrdu znajduje 
się w środku gsometrycz . 
nym S pręta AB,ponie— 
waż układ nasz jest sy- 
me tryczny względem tego 
punktu.Gdy prze smiemy 
Rys.85, prawą kulę w lewo,to na 


U 


znsąadzie twierdzenia VII o. k ójętkóści 3 przesunie się taż w 
lowo i zojmie poło”chi: Snom położenie śroðka S, jest S S," wte- 


(SSS t=8_5,! =8: 18 „r1e S Stn = 27,więc S5*=. Zle! 8 


= |L2CMeŻN= 


tem śrofek układu przesunie się w lewo o Jługość =l2tm. 
Podobnie rozwieżcemy następujęce zadanie: 
1/Sroick ciężkości jednoro”nej powirrzetni warstwy kulis 
tej mnojduje się w środku prostej łeczeccj środki podstaw warstwy, 


2/Srodok cięśkości jednorodnej bocznej powierzchni proste 
mo gr=pr zmmajfuje siew środku prostejłeczącej środki ciężkości: * 
podstaw granitstostupr;, w tymże punkcie zn” UR się śźrodekcięż- 


kości en tej powierzchni gr-nn 


RAEC ciężkości jJatnoroinej bocznej powierzchni fo- 
remego ostrosłuna,a trke i prostoro stożlea obrotowe „ozna jdu- 
je się ne prostej,łaczaczj wierzchołck ostrosłume. lub stożka ze 
środ. iem ciężkości podstawy ,w odległości od: podstewy równe j 
1/3 długości wymienionej prostej, 
5 roek ciężkości. bryły jednorodnej kształ tu wycinka ku- 
listero ghajAuje się ę Ś rednim jero promieniu w odległości oa 
ś rodka kuli równej fe - W „przyczem R jest promień kuli; a hi 
omneza wysokość odcinka kulisicgo,wchodzacego w skład danego wy- 
cinka kulistego, 
AA Ma a a toS o Wpm 1 e zasad ymożiumy e 
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Rozp: trujemy teraz ile równoń równowagi qaje. nem BES2= 
an możliwych przesimięć, feaług tej zasady dla równowag i jest ko- 
niecznym i wysterczajecym,aby suma algebraiczna prać sił zoymętrz= 
nych podczas kadere motliwero przesunięcia byka równę zeru. "ięc Zim 
stan anje nom tyle tównoń rórmowagi,wielo ukt? d posiadr. różnych 
możliwych przesmięć.Jako mo*liwe różne przesunięcie uważ”myteą 


które nis mogn być sprowadzone albo ao a | jedne przez dru= 


no 


eutn ne otzrymomy dino moż być zmetepiona 


ER AE 


przez kilkn przesunięć pop"zodnich, to tekic przesunięcie nie bęc= 
dzie różne-o? noprzednich,łecz sprowadzajsac się do nich, Takio 
przesmięcie nic dn nom NOWO warunku równowagi ,Lecz równanie 
równowo”ne dopoprzefnich rówmoń rownowagi.. 


Dlrtero to liczbe równy” rórnovnei ukłrju materialne śgo 
jest równe liczbie niesn'owrdzajecyc i się do siebie możliwych 


prze *unięć ukłrdu,tę liezbę nażywamy liczbą 
stopni swábody ukradu, 

Przypuśćmy; iù% memy swobodny ukł? mevórialny,który roze 
pntrujomy jato niezmienny ukł? punktów m.torirlnch.Wszystkio 
morli przesunięćić tego uradu możn zestepić dwiema nastę 
pujrcemi grtmrmi ruchem postępowym v pewnym kierunku i ruchem 
obrotowym Aóokółł pewnej aowolnie skierown¿j o:i chwilowej tsje 

toki j obrót dookoła której trwa nieskończoni: krótko. 

" eńmiemy trzy prostomdłe osie współrzędnych 0X ,0v,0%- 
"icdomo jesz „iż kążTy ruch nos tępowy może być rozłożony m. 
trzy rucky obro tovo Aookołn trzą ch osi współrzędnych. 

iq Aowolno2 „niesłończenie mte przesunięcie ukłedu ma- 
to rislnsgo może być rozłoton: no sześć alomsnternych przesunięć 
skłndowych,mi”nowicie trzech przesmięć postępowych w kierunku 
osi wsnóżrzęńdn ych i trzech przesunię eć obrotowych dookoła tych 
że osi współrzętnych 07,07,i OZ. Te sześć elemen tarmych przesu- 
nięć skŁNĄ o" ych se niospro:: "zrjec. się do siebi-,t. j.nie MO — 
Er być. zn.8 ta piono. jedne przez arigio Mlntog" toż swobod n y 
UE4%.00 a m cr isiny posiata ‘szeg é 
warunkówezyli równnś aaa i na 


sa konieczno -i m one ce da rów w gi tech układu. 


A by otrz yaé to rósmonir równo nagi, rozp trzymy kodera wy 


mionionc szeńć przesmięć. 


'Podczes ro dich postępowe';o0,w kierunku osi współ 


rzędnych OX, wszystkie punkty ukirdu mt.rielnego przesunę się 


e 


o jsńne i to same odległość;oznaczymy je przez G.% „Następnie 
przez Na Pos” COZZA oznaczymy rzuty n” oś OX sił zownętrz= 
nych 0 25 o c: „»]zindnjacych no układ. fyr"zomi na pra 


cę tych sił podcz*s rozpatryrvancgo przesunięcia będą odpowiednio: : 


xX > X > X 3) X, X > 9 4.4800 0 0 2 7 Xe 


P = s 
Oznacznjac przez _ «x ich su  ©elgebrniczne.,to n2 podsta- 
ZJ 


wie znsgdy możliwych przesunięć będziemy mieli równanie równo 


B 
$ 


wsi + oiy 


„b = Oęczyli wynoszec wspólny czy nnik dz po za 
aal 


; „A. 
znek sumy otrzymujemy: = X NE 
i=0 Ý 
mtn wrunek wypowiadamy © w ten sposób.Sum algebraiczna wzutów 


sił misia na oś OZ musi być równe zəru. Pođobne równania 


równ gi otrzymamy PE TORACE al~a wspórzędnych OY, i OZ: 


83 sk 
Możemy więc krótko powiedzieć ,iżdla równowagi układu 
jest rzecza konieczne „by główy vektor sił zewaętzrych,dziem- 


łnjeacych na ten układ ,był równy zeru t.j. T =0 


S Ji i a mra 


Pońszns przesunięcia obrotowego dookołr pewnej osi O / 
/rcys.91V aewclny punkt uFłndu A A 4 =1,2,3,....n/ przesunie się 


do położenie Ay przytem wykonn przesunięcie A;0,3 to nieskoń— 


= Aa = czenie mero przesunię— 
NASK s” z e cie jest prostolinijne 
: BN] Bać i : 
R „AS ] zawarte w pł'szczyznie 
BA] 7 prostopedłej do osi obro— 
X Ry > > tu O,prostopedłe do kic- 
w Ron runku promienia +; punktu 
*"a.07. nA A || i wreszcie propor- 
djonalne do wielkoś— 
ci tego promienia . 


W spółczynnikiem propor- 


—jid- 
1d 


cejalności jest oaz wły kąt obrotu układu /bryły doo. è. 
koło osi 0, jeżeli opno zymy go przez 2 to dzugość prze suhięci 
4 będzio: + v dw, A mA n a kein: eniu do wielkpści, ©. 
małych 2-go rzędy, a a R j 

A by wyżnnezyć pracę siły a Adziołejecej aa punkt Aju- yia 
kindu,pończns tego przesunięcia rostoż ymy sitę Sa na dwie siły 


skłodowe,w ton sposób „aby jesnń aito składowe — rówioległą 
do osi 0,a Arun RE znwnr te w płrszęzyznie ,„,prostonadłej do tej 
osi i przechdzecej przez punkt tje "tody tn. druga siła, Składowa 
będzie rzutem siły Ss na tę płaszczyznę .Praca pierwszej 'skład0-- 

wej „jako rówolejgłe j 86 osi OPO tU podo ZAA rozpa trywnego prze . m 
smięćin będzie równe zeru.Praen drugiej siły skra dowej * pod- 
CZO.Sr tego. przesunięcin będzio: S$! jel40j 00855 =8!3 ri „ż*% a 
przy. A Fi Jest, ke tem pomiędzy pr akbę P A E s 1 piz 32 
sunięcin A | q04 e de rys BL SW =Tj+G08 eL 3 więc poprzedni 
wzór hr” pracę.: piszemy tak: $ T G) sa, Mamy tu iloczyn dwa czynni 
ków,rzůtu Si na pre 'szezyznů pros fopidłado ( osi O obrotu siły 51 


A. najkrótszej odlogłości, OC = dj pomiędzy: prog tą dzintenia si- 
ły S4 i osie 0, "Ten, fiiczym jest więc momentom: statycznym sity 
> WZ greion óst O pr trz Tozdzinł W sazmnezymy g go ui jk zyys przez 
M; wtedy : My f » „dj s» Pora e 

| Preen siły S; podczas mrzesmigoin obrotowego naszógo: ikta- 
du  ketiw,będzie” ostatecznie: Mż e 


"W-ygnncznjąc analogicznie | e h oiea sił 
zewnę trznych o aaa Sr „podczn.s rozpatrywenego przesunięcia 


Pi obrotowego o kat- „i biorąc ich sumę algebraiczne ,0trzyme my: 


a) z. 4 „Powmiosionii wspólniogoe zy ire" «po znak sumy;,będzie— 


"my "mieli, iz Suma nleebraicma perc cze stoczkowych / sLemen ternych 
sił zownę trzńydh „podęzns przesunięcia obrotowego o kęt _dookou 


te. osi OM. się iloczynem: s My. 


r fe 


"pn półotnwie zasnąy możliwych przesunięć, ta sume. . musi 


A 
warunek równowagi: a a n =0, 


być. rów gerus im > n = O, skad > ‘trzymujemy rówm»nio czyli 


À è 
men wa-rumck wysłowimy tak: suma algebraiczna momentów sta- 
tycznych wzglę”em osi O musi być ró:n” zeru, 


S tosujec otrzymtume równonie do trzech osi współrzędnych 
OX,0Y,07, otrzymamy trzy konieczne warunki równowagi układu mem 
terialnego" 


ia R ao a iz 


Możemy więc krótko powiedzieć,i* dla równowagi układu jest 
niezbędne „aby główny moment stntyczny zewnętrznych sił,działa= 
jacych naten ukłań,był rówiy zeru,t.j. 


M = O,czyli: Mgx= ,*  Mxi=0, M R > Myj =0, Mgz= 
6 i=l ' EY T I 


„ow, te trzy równonin z otrzymanymi wyże j tegema TÓ W- 
noniemi,będziemy mieli sześć równań czyli warunków koniecznych 
i wystnrczajacych dla rówiowagi swobodnego układu materialnego? 
posiadajecego sześć stopni swobody.Otrzymeliśmy więc ¿opierając 
się nr zasadzie możliwych przesunięć ,znane nam już warunki ró wa 
pratar r E poprzednio me zupełnie innych pođ= 

tawach/ pa tz razdział WI,Ą,2/. 


wpierwszych rozdziałoch niniejszego kursu,wyłożyliśmy ste tykę 
nizmiennej bryły materialne jąpodaliśmy wtedy definicję rówioważ— 
nych układów sił.Mianowicie ,nozwali my dwa układy sił równoważ— 
nemi,gty jeden z nich może być zastaniemny przez drugisVvcz naru 
szenia równowagi bryłymaterialne j/ patrzrozdz.1/pPojęcie to o rów 
noważnysh ukłańdnch może być roze iagnię te ne dowolny układ matce 
rielmy,vogindajecy n ie; sze ść Stopni- avob A ye 
EE N SEAE ES a LE D : 


ta 


Przypuśćmy, iż na ukłnd dzinł” ja siły zewnętrznezpodziel imy 
je na dwie grupy: S j139983911110,5, i 31 52353 65: 6 +5fi Ñ wyo— 
bra my sobie,że te. kawe wzajemnie się równoważą.Oznaczając przez 


ES * ES 
Gi Da act 8 0 8, S4 A y- : : 
I 8234 RA 5,0 10 sg, s 2.6.91 odpowiednio m 


>1iwę przosunięciaich punktów z”czepienia „otrzymamy równenie 


SEA 
Smoar i tac i: ? 
równowagi w postaci: g 17 5 + 


l 


przyczem liczba takich równań jest równe liczbie niesprowedze 


Q > v Ro N > g t se 
Uda Dineke 5 0 D 851 38! 52.0 s „oc GSÓIB" a0 
ZA W. ; ang + > 20 ka tSn” Sm d 


EEG 
eh aitad 


jecych sis możliwych przesunięć układu materialnego,t.j.licz= 
bie stopni swobody tego układu, 
15: 1:15, iŻ 
sumo nlgebrnaiczna ich prac podezas możliwych przeSunięć pink tów 
ich zaczenienia równań się sumie nlgebrnaicznejprac sił S/y5/54:«> 
sses yO m ,DOŚCZAS ićh możliwych nrzesmięę t.j. ,iż zrohddzą TÓW 
ności: . 
s" s" a Ste wi. AS : s" -_g! o ETES S 
ale każdego ich możliwego przesmieę .n.Zauważymy,że siły tych mup. 
moga się różnić iloteie /n Æ m/,kierunkami wartościami liezem 
bnymi i punktami zeczepienia,Oczywiścć ie ,możery zamienić grupę sił 
B!+00+295' przez grupę S" ,++..5"_ „bez naruszenia równowagi 

a du,poniewi> wiwunek znśody możliwych przesunięć będzie. na- 
da 1 spełniony.Rzeczywiście „,crłn różnica będzie polegała na 


t t 
s +8 


tym,że zamiost równań Kówowegi Sy S4 +5, 5, deesse S  B.* 
£ i U S f REMEK y U — eu Gi a 
+S; Są +S, Sy + aa) RAA =0 otrzymamy rówieni 

r RZ EAS Sir 1t 1 m SG N u 8" = 
ao aAa e a Poka a 


rórwmowóne do poprzednich.Sted otrzymujemy twierazenite: 
: Dro ukrtsasdiy. sił se równo ważmó”r, 


Aay sumy alei o dodane pre Tyu ai 
wk X an ow poderao taż dc ożLiIWwWego 
oxzesauKn ięQc IA ukradu mM tertial cgo, 
se e opie TOn. ; 


mo twierczenie wyra ogólno prawo rówoważności dwóch 
układów sił,fzicłojecych nr dowolny układ m.terinlny.Z2stosu- 
jemy to ogóln: twierdzenie do kilku szczególnych wypedków. 


wwypmdku swobodnej bryły neaterialnej,po- 
siadrjecej sześć stopni swobody mamy sześć niesrowadzających się 
możliwych przesunięć ,z%warlych w dwóch grutpach po trzy w każe 
dej: trzy posmięci» posięnow i trzy przesunięcia obrotowe doc.. 
trzech osi wspóirzęluych.Dln każdcgo z tych możliwych przesunięć 
równoważne ukłary sił powinny dać ré "e sumy algebraiczne pracą 
otrzymujemy wtedy sześć wnrumków rówaoważności układów sił. 
Dln przesunięci postępowego © x w kierunku Jsi OX;suma alge- 
brnicznń nrac sił ukł"fu będzie równa iloczynowi sumy algebra- 
dozno j rzutów sią tego waddu m oś UZ i grzesuzięcia 
dx: © x a | ."ax.Sum nlgebraiczno prac sił drugiego 


3 w ps 
RAL 


ukłrdu poźczas "ego przesumięci” ,nslogicznie będzie; (i xi'gx. 


Sted otrzymujemy pierwszy ""runek rórrowsżności Walis. Hgx="Wgx 


Dwa inne weruhki pierwszej grupy będą: "zysW'gy i Wgz=W'8 z, 


| zc 


są ia 
= i Éi tj e 


DIa przesunięci” obronwego dookoła osi OX o kat; / suma 
algobrniczno prre sił ukłndn będzie równą iloczynowi sumy algebra=' 
iczne j momentów sił wzgledem osi OX i keta obrotu jy : - 

sj i 
Da» 
a 
Sum” alcəbraiczma proc sił drugiego układu podczas tego przosu- 
mięcie będzie: © ul M=x.Stad otrzymujemy pierwszy wiramcek dru- 
ciej grupyrllexa gx.Tva inne musi. drugiej gruwy będą: 
Ba eya Mez! zz 


1 
g 


Mx = Wa AE Mg X 


Gzyli no to rby dwa układy sił ,dziełających na swobodne, 
bryłę mterialne,były rówmowżnymi potrzeba iwySsta- 
teza oby Toukan A p-s.14 pO Saadan y 
jednakowe "s4+% mae wę ko ryad enako 
e et owne mame NA y s wota ane MĘCE 
Mg = M'g. e 

W wypadku nie swobodne j bryły materialnej,np.bryty Obra- 

cnjacej się donkoła osi 0Z,memy tylko jedno możliwe przesunięch 
na które pozwala połaczenie ukłodu,t:j. oś obrotu Mamy więc 
w tym wypadku tylko jeden stopień sobei i równoważne ukłedy 
'sił musze spełniać tylko joten watu.ek,mienowicje: Mgz=M'!gz, 

Podchnie mozemy wyznaczyć. warunki równoważności dwóch 
ukrłTów sił i ala innych wypadków nie swobocno j bryły meteri al- 
nej 


Ce H- 


> 


leólno prowo równoważności dwóch ukłodów sił pozwala nm 
z dntwóście unowodnić, a ść .whk ła. zł.0 2000 y a J,e d.= 
j PhoroaAXra im isc Mso.ż.8 być TONGO WaZ 
My UkR4Ą prawo rid dołem sym. U 4) SA NOOO E 
Lon irg rozasisł TI,>.4 Imierirmie I./ „Rzeczywiscie prace cząs- 
teczków pory sił jest równa zo'u,podczas ksżdego przesunięci” 
post?nowego,noniew»ż preca i st j:dnej z sił jest rówią co do 
wartości bszyzglątigj,lecz przeciwąe co do znaku pracy drugiej ; 
pry sit.’ praca czasteczkow” jednej siły podezos keżdego presu | 
niąci” postęnowego,będzie róma zeru.Sted widzimy, iż pare 


s 


ai £ o naie mot e zrównowa ży je Grę; sił ę- 


oN 


Zaetosujəmy teraz zasne możliwych przesunięć do zagad- 
nienin o rodzajach rówmowiygń. odzrje rówiowgi dzislimy ns AL 
grupy: trwała i nictrwxła,s'nła i niestała i obojętna. 

Jako nrzykład równowgi s strei może służyć ciężka Kid? 
znsjlujaca sio wewnatrz zńałębi:nie i styknajaca się z jego pos 
wierzchnie (wy So e La Najniższy punkt zecłębienia O jest miejs- 

9 A com stałej równowegi tej kulki. 
ge RH Gdy wyprowadzimy kulkę z poroże- 
i e „nie 0,to otrzymany wshania się 
jej dookoł” punktu O,przy czym 
osua. cznie po zaprzestaniu wa- 
hanis kulka powróci ponownie do - 
położenia 0. 


Pozykłedemrównowegi nie % 
startej może służyć te sa— 
mo kulk” „umieszczona w sa 
22% a wyższym punkcie 0 /rys.9 
BOR : wklęsłtej powierzchni.Punkt 
(3) T ea : O jest położeniem nioste- 
SA A ja zej równowegi kulki.Gdy 
BRA wyprowadzimy kulkę z pom 
2" łożenia ' 0;to ona już po- 
moe, -~ EN R nomie do tego położenia 
k nic wróci. 


Raya; 98. W = kulka umieszczo- 
nt ne poziomej płaszezyz= 

nię dE non przykłod pom 
łożenia rówiowagi obojęt 
nej.Fażdy pmkt tej płasz 
czyzny będzie położeniem 
równowagi obojętnoj /rys.loq. 
Zauweżymy,iż rodzaj TÓ M- 
gi zależy wogóle oč kiern- 
ku odchylenia się od poło 
enia rówowagi.Tak przy 
jednych odchyleniach kulka 
usiłuje wrócić do położonia 


"FH 1... .  rówiowzięymemy przy tym od 
aaa Of 0-1 Gylen si, ramowego Siae 
Aa 4. a ła.Przy odchyleniach w in- 
w AE, e oai we nie wre- 
Rys. 100. RAM „ce do położenie rówowegią 


a S a przy tym odchylaniu 
rómomge- niestała.lzęstio > Mer że przy odchyleniach me=łych 

pd położenia równowigi mamy jeden rodzaj równowygi;a przy wię — 
kszych a aa inny rodzaj,Praktyczne znaczenie posinda | 
tylko rówiowngń stałe ,zachodzaca przy każdym odchyleniu się od 
BON zn tej równowei, 

Aby wyznaczyć kryterium dl określenia rodzaju równoregi 
wrócimy Ao dowodu Iarrenge'a a zaszdy możliwych przesmięć /$2 
tego rozdziały/ „Mieliśmy tom układ sił zewnę trznych ,zastęniony. 
przez eiłę cięćśkości ciężarka ,żewie szonego ns końcu liny;i roz 
patrywaliśmy nieskończenie miłe możliwe przesmięcia dozwolone 
przez połaczenia tego układu.Gay zachodziło równowe.ga „oiężarok 
pozostawał nieruchomy podezas kadego możliwego przesunięcia 


układu,Przypuśćmy,i> znowu badamy poszczególne możliwe przesu- 


nięcin układu,ale tym razem chocia? małe,lecz skończona „Wyobraź 
my sobie „,i* w rezultacie tych badań ,okazało się,że położenie cię= 
żarko w chwili równowagi jest najniższym w stosunku 
ao wszystkich innych położeńjego podczas możliwych przesunięć. 
Momemy też wyobra”ić sobie ,i% położcnie ciężarka dla położeń 
rómowgi jest najwyższym, Trzeciemc”liwe przypuszczenie jest t 
kie,i ciężdrck wcale nie zmienia swego pożożenia w przestrze 
nipodczas wszystkich możliwych przesunięć układdu,dopuszezonych 
przez jego połoczenia,O0znaczymy jak poprzednio przez 8, 5533930 
SE) > siły zewnętrzne;a przez Ss 89) ZZ S odpo 
wiednie rzuty mo*liwych przesmięć układu, zacząęnienia sił na y 
te ich dzinłania. fidzieliśmy,i*w rezultacie tych przesunięć cięm 
żarek opuści się na długoćć równ” sumie nigebraicznej: 

h 


K z ch Ę „I A z e * oeoo „iP . 
si S4 e K, Sa + Ea 18, * + K S 


i TEN NE 5 S 8; Kosa s ca AE 
Poniewa? zaś Ki |= S}? Koei - ZE 


to poprzednio wyt enie napiszemy tak: 


a JR R s i 
/ 5 Re) a aor FA, 
m / S]e H S] + Soei) I aaae p Opady c S4 
W t 


 Sumujec te długości opuszczeni” się ciężarka dla nieskończe- 
nie małych przesunięć otrzym my długość opuszczenia się ciężar 
kzı podczas skoóczonego mo*liwego przesmięcia od położenia 
równowagi /0/ do sesicdnieo bliskiego możliwego położenia /Ty: 
mianowicie: 


E a A 
Faj = z TS 5; j 5) Sij 


= Soi « "pierwszym 


$ 


Sg 
z wymieniony ch wypadkńw,kiedy położenie ciężarka w położeniu 
równowagi jestńna jnić sze z możliwych położeń „powyższa 
sum» musi być u j e m n »,poniewa? cięśarek podczas skończonego 
możliwego przesunięcia w rzeczywistosci nie opuszcze się,lacz 
podnosi się do góryzmemyw tym "wypndku rodzej równowagi s ta łe j 
ezyli trwnałe j."drugim wypadku,kiedy ciężerek opusz- 
cza się ku dołowinnńczes mo*liwego przesmięcie,kicdy ciężerck 
w nołożeniu rówiowaci znjmuje położenie najwyższe $ mo- 


żliwych położeń,powyższa sum: jest dod a tn i gymemy w tym 


| -1417- 


2 solza] równowagi n ies tałe j pzylinie trwś- 

e gje" reszcie w trzecim Ak wst ciężarek nie zmienie sy, 
ię położenio w przestrzeni,powyższa sum. jest rówmą zerupme- 
my więc wyp”iek rówinowegi obojętnej. 


Przęto znak przy wzorze na pracr,jaka wykonują siły zew:: 
nę trzne ,przyło+one do układu materiajnego,podczas Feżdego możli 
wego przesunięcia skończonego od nołożenia równowagi d0 sąsicd— 
niogo bliskiego położenia układu, wyznacza rodzaj fównowagi;w ja- 
kioj układ materialny się znajduje: 


Gy: zda 
5 6 [5 i ; E Nast Kif = 
a R 
gdy: wim B 4/87,%80,/ Oo 0 - równowega niestała, 
eE A Pa | i 
E LAN e 
z = 84/84 — 80j/ - = 0 = rówmiowaga obojętna. 
a SA i-L A a j Er : 
t. ; ; A A 
; Na zakończenie rozpatrzmy ważny szczególny wypadek rów- 


nówńgi ukłańu,giy siłami zawnę trznymi se tylko siły ciężkości. 
Wła” skłndn się z pmktów ciężkich A 1 Aps Agpo nes edy 0 van 


goch odpowiednio równych: Sq, Fp.:-....7,.Oznacz: jee rzędno tych 
nmktów uktedu przez SJ 332p e eee Sho eaa. my ve itus własności 


é iroake ciętkości tego ktr: 


0 a | Rok 5,8, +5 p aa 
| da | > a Ses; prape 
T AA SA owa TO e 
TA PEP AERE OZ pH o i dada) i ka S= R Ro ; 
. 0 oai: a i 
a= Sgae eenean A Ag als jest rzędną środki. 
Pe y _.ciężkości.Różniczkując 
ia k BABA tę rówiość otrzymomy: 
fx m: - i i R y > 
| aso z | <o fa Sitsi = “ds, 
> | | i ponieważ wartości sił 
a i | Si | > = | d l By 9080 Sh SĘ, stała +5U- 
|. y | e A SB mując te równości we- _ 
ia l py. ; "9 dług nieskończenie mem | 
To Rys. lOl. i łych przesunięć otrzy- 


mamy dle skończonego 
” przesunięcia: 


Me 7 i ay woził da 584/511 =o) = sy. sl 


= 4 45 „| 


"eatur wyzn”czonzgo wyżej kryteriumila okruslonia POZA 4 
rómowgi,będzicmy mieć równowagę sta łę, 
j A ię ż boge u kobicad (UML © 

r al RoSsosdsacziw jaMiUWd da BO 4.0.,Ż 8 ROL 86 _MÓóŻ I ia 
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Nycczywiście, e: O,więc zn” k precy zal :ży odznaku różni 
i=l s 


cy 5, -8, :giy tn różnica jest ujemne ,to s, 


równowagi środek ciężkości układu zajmuje porozne najniższe. 

rKrowmwowaga Jost naestałe Az 8 581.1 Sros 

dek e sei aktadu ze jmuje oł o% 
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na jwyż s z e.Wtedy różnica S1 So 


i 
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jest dodatnie; s. s; i środek ciężkości zajmuje w położeniu 
P 
(@) 
da 


sj i w położeniu 


eva 
wnowasa Jost .0b0 Ję CUS 


równowagi położenie najwyższe, "reszcie „gdy RS =0,to środek 
Ś nie zmienia.swog0/pOołoże = 
ó 


Z.,nównowaga nieswobodne j bryzy maa= 
*ordelncj iwyzacczen)e sił povopowm 
P.© w CA: 


W yprowadziliśmy dopiero co równania równowagi swobodne - 
go układu materialnego.Rozpetrzymy teraz układ nieswobodny,któ- 
ry otrzymomy z układu swobodnego,krępując swobodę jego przesu- 
nięć,innymi słowyzmmiejszojac odpowiednio liczbę jego stopni 
sgwobody.Stosownie do tego,zmicjszy się i liczba warunków;czy— 
li równa” koniecznych i wysżnarczajacych do istnieniarównowegi 
ukta du materielnego,Liczba tych rów 4 zewsze będzie równą licz- 
bie pozostrłych niesprowedznjacych się do siebie możliwych prze 
smięć układu.RÓwanie te otrzymmy wyrmóejec,iż suma algebra- 
icma prace sił zewmytrznych /czynnych / ,przyłożonych do ukłam 
du mterislnego,podczas każdego możliwego niesprow.lzrjąc.go się 
przesunięcia jest równa zeru. "idz ; imy więc, że stosując „zas: dę 
możliwych przesunięć do ułożenie równań równow gi,pomijąny zupsł- 
nie wszelkie siły połeczeń,Siły połaczeń do wyzn”czenie warun- 
ków równowozń so zupełni: niepotrzebne ,to też ignorujemy je. 


Często jest rzecza konieczną wiedzieć znamiona sił po- 

lak Np.w technice do budowy mostów i maszyn jest konieczne 

najomość tych sił połeczeń,jakie moge w tych konstrukcjech pow 
s „Musimy znać wszelkie siły nodporowe ,aby moc obliczyć, jaka 
musi być wytrzymałość miterirłu i wymi'ry poszczególnych częś- 
ci skłrdowych urzadzenie,a także warunek stateczności tego 
urzadzenie." maszynach siły połeczeń,powstojece w posteci ciś- 
nień na wły,i inne ruchome części,powoduje opory tercie pier- 
wszego i Arugiero rzędu,których wielkość jest znleżna od wrtości 


liczebnej siły przyciskajecej,iby więc obliczyć opory tarcie trzę 
ba koniecznie posiadać dokładne dane o siłach połączeń.Zasade mo 
żliwych przesunięć może być ze skutkiem użytądo wyznaczenia sił 
połączeń, i ; 

Powiedzieliśmy wyżej,że zosada możliwych przesmięć rugu- 
je siły połsczeń:; jost to rzeczą pierwszorzędnej wagi,ponieweż po~ 
zwala zagadnienie więcej skomplikowane rozłożyć na dwa zagadnie— 
nin niezoleżne ,znacznie prostsze Mianowicie ,1/ wyznaczenie werum= 
ków rómówog iuktadu materia lnego,t.j.określenie takich sił zewnętrze 
nych,które. działając na ukł materialny: sjdowały by się na. vkła- 
dzie w sianie. rómowgi, ZA wyzneczenie sit połączeń. 


Gdybyśmy rozwiaznli oba. te zag adnieh ia jednocześnie ,otnpyć 
malibyśmy wiele niewindomych zależnych między sobą. Wiemy przecież, 
ka powiększajace liczbę zwiozuych między sobe niewiadomych ,znacz- 
nis utrudnimy rozwiazrnie zogadnienia;dlrtego też rozłożenie niem 
wiedomych,ha grupy ,niezale+ne między sobe „znakomicie ułe.twia rozm 
wiezonie, ZABRA? możliwych przesynięć ,wł:unio aokomywe. podobnego. 
podzinłu niewiadomych n* grupy.Oprócz togo zaseda możliwych prze — . .. 
smięćydrje m E sposób do rozwiązania CER" ZAgEd + i 
dnionie „mianowicie. de wyznaczeniś sił połeczeń. 


Gay stosujemy zo sndę mo*liwych prze sunięć do wyzneczenia 
równoń równówngi, to mmy do czynienia z przesunięciemi ,dostosowzew. 
nymi ño wszystkich połaczęń układu,t.j.z tekimi przesunięciami, 
któr: nie.sa skrępowane połaczeninmi PoE 5 z0, też wszystkie . 
siły eo zostały: wyrugowone, 


"Gdy z» cho my wyznaczyć Biży Bozóobcń, to jest. FZ6CZĘ kom 
nisczna ,badn né przesunięcia „Które sa właśnie skrępowane przez pew 
ne połaczenia ukłeau;,np, Ghoe irsżby przez jedne połęczenie .Zt. ANC wc 
jemy w pamięci tc połaczenite przez pewnę siłę,któr:. będzie siłą: 
połoczenia,lecz znemion joj se nam nieznne.Tę siłę dol iczymy do 
sił zewaętrznych, czynnych.,Następnie stosujemy zasadę możliwych 
nrzesmięćdo przesmięcie ,które było skrępowane przez to połącze= 
"ie;obeenis pousunięciu tego -ołaczenie „omawiane nrzesmięcić sta 
10 oe rożliwym. Otrzymujemy wtedy jedno rówianio,do którego posik _ 
kiwonn sił” połaczenia -wchodzi jako jetyne niewie toma .Ton sposób 
jest bardz: Aogodny,poniewo* nie odrazu pozwala wyżneczyć wszys t= 
kie niewindome siły połaczeń le cz stopniowo, dzieląc je ñz grupy 
zrwiernjące niewiclką ilość niewindómych w każdej z nich, Gzęsto 
się zdnarzr ,że otrzymujemy zunełnć rpzdzielenie niewiedomych, Teje 
udrje się w teki sposóbđobrrć możliwe przesunięcia,iż w keżdej 
tekiej grupie będzie tylko joana jedyna niewirdoma siła. połącze 

nin. wtedy w nodzwycznj a wszystkie fiewiedomo. y 
sity połeczónie, saw 


Istnieje i inny spos é b „oparty bezpośrednie g } 


równan inch 26 M ag i ,otrzymanychw 32 rözáz VL 
j nt bryt niezmienne j ,podene jw rozdz.I. 


q 3 
5,3 


ra sndzie 5-0] s ta 


Zasnda 5-2 statyki głosi,se połączenia bryły 
materias ime krepa coe Ls wo.BOdĘ.XEEKU! 
tej bryły tnor emy sma tapi é pewnymi sie 
tamig or a cz OmymMa: dO gl ł za wińięętbdzny ch 

+ wta "uw. nie zacaciaet a. i yw" c ryż Ra 
Tako 7 awob Gia: nie sz Men dollz 8 0.8 «.8;1.£,B 0 dm 10= 
MAMIE M -ws ye UE LOD p Ony aSa Yo .K Si X 
tejes 1X  rzeczywiócie ż Swm trTzAy e hno 2 eai pó = 
ł 8 © zo ń Możemy więc do neszej bryły zastosować rówanie rów- 


nowagi swobodnaj bryły.Otrzymomy wtedy sześć rówań: trzy rówienia 
rzutów ne osie wspńłrzędnych ,które wybieramy w sposób na jdozod— 
niejszy dla nas i tzry równania momentów względem tychże osi współ- 
rzędnych.0o niektórych z tych sześciu równań wejdą niewiadome nam 
rzuty sił połaczeń,na inne moga zawierać tylko rzuty sił danych 
ze mę trznych; 


' Pierwsza grupa równań posłuży do wyznaczenia niewiad- 
daomych,jeżeli: liczbe ich nie jest miejsza od liczby tych nie wiam 
domychy 

Drug? grupa równóń ds warunki konieczne do równowagi 
bryły pod dziełaniem Tanych sił zewiętrznych.Widzimy więc,że n aj 
wię kamo.1 Li6Gmbęnńiewi"domychHk0iórĘm o- 
»smy „Wa szecezĘ wyZżnrowzy. jes "sas%0 


: Gay niewiedomy ch jest więcej jek tc często bywa, 
to okazuje się „że nie je s te śmy w stanie wyznaczyć z otzzyma- 

nych w powyższy sposób równań wszystkich tych niewiadomych; otrzy- 
mujemy'czisem tylko pewne zoleśności ¡które muszą zachodzić po- 
między niewiadomymi sił”mi połaczeń. Takie wypadki równowagi nam 
zpłamyi © ba bkyPecznie =h ie okres oayB i 


Zauwwżymy jednakże ,że czasem daje się rozwiąza— 
nie w tych wypadkech doprow'dzić do końca,gdy na mocy tego lub 
innego praktycznego przedstawienia połączenie podają pewne doda 
kowe "nne © siłach tych połaczeń,zowdzięczejęc czemu możemy po- 
większyć ilość równań,służacych do wyznaczenia tych połączeń. 


Jeżeli zaś trkich dodatkowych warunków nie mamy; 
lecz w ilości niewystarczajacej do wyznaczenie wszystkich sił 
połaczeń, to aby zupełnie rozwiązać zndnnie o równowadze bryły; 
musimy zrzec się rozpatrywania danej bryły materielnej,jako ciała 
sztywnego,i wziać pod umgę zmiany odległości p o= 
MAGALSY POWBZCZEMÓ iban ymi punktami © i a= 
t na,powstnjece pod wpływem dzinł”nia na ciało sił zewnętrznych. . 
Te edksztełcenio citł» powoduje siły sprężystości,które musimy do- 
łaczyć do sił na ciało dziełrjecych.Nie będziemy w obecnych wy- 
kłodnch wdawać się w te zagadnienia, gdyż one paszą do meor 1 
Spre? Bd $ O. dw 


Porównujec ze soba oba przytoczone sposoby,widzimy; 

W „że drugi sposób, jako oparty na zasadach sta tyki b. 
bryły niezmienne j,stosuje się wyłac u ie dobryżły na tem 
PaiRane jr eg m iemAa<-Jsedy-aposób pierwszy, oparty 
ne zasadzie możliwych a możemy zastosować do d owpi- 
M (ERO: A £ t A, A: u ma. tom isalne sA i 

>» AS et 6 ać nam odrazu układ sześciu rów 
noń,które musimy jedńocześnie rozwiazywać względem niewiadomych 
sił połęczeń,giy ześ sposób pierwszy pozwnln. stopniowo wyzna- 
czać mięwiańome siły połeczeń,Stad wnioskujemy,że stosowanie za 6 
"sady możliwych przesunięć jest pon wszelkimi. względami Spena 
niejsze.. 


- Rozpatrzmy teraz kilka wyp? dków równowagi nieswobodne j 
bryzymatoriolnej, przy czym z”stosujemy obs przytoczone sposoby... 


> ` Przypuśćmy, że bryža,zmzjāãujaca się pod Aziałoniom sił zə- 
` mię trzaych Sq rBz1389:: 1-8, mmo e keda Je AEN ALB NUR 


chomy punk t O.,Ten punkt 0,będąc włteśnie połączeniem, 
krępuje ruch bryły w taki sposób,i> czyni niemożliwym wszelki 
, ruch postęrowyj natomiast,brył” może obracać się dookoła aa 
| osi, przeprowdzonej przez ten nieruchomy ar) 0. 


s 


Ponieważ zaś wiedomo,że r ug h Onr Oto W M aO 
OBO. 05 imore być za Ss ta pai on y trab e 
ma ruchami obr owoóowymi aoo ko rea tr eean 
wzajemnie ao siebie prost opad toy oh: 
co s i,to przyjmujse te osie za osie współrzędnych ,wnioskujsmy, 


Że w ck wypo dku mmytrzy stópnie swóbBod Te AANI 
Trzy ruchy obrotowe aookoł” osi współrzędnych są to trzy nies- 
prowadzajacę się możliwe przesmięcin, do nich sprowadzają się 
wszystkie możliwe przesunięcin.Dla każdego z pośród tych trzech. 
przesunięć suma algebraiczn” prac sił zewnętrznych,musi być rów 
mna zeru,W idzieliśmy już w $ 3 poprzedniego rozdziału,że z tych . 
A am ią: ja see trzy równania moe: 


ZAC AO. Pae P 
NS Te fereg z z Mi CENDA A, J o e r “ = ) 
AE ER EA r 
a SEE l 
; Mer = ay mA X $ 
w e a Bt oy 20 
Sa tokonieezne i-wyatarg zj Ane ar 
nki „by zachodgł4% równo VAC e D Eye 


Pu, , 
SY | Ma je cejJ To Teom punk t nior ue Nom w 


W ymaczymy teraz siłę połaczenia,mianowicie siłę podpo- 


„i W: 


ESA 


TOWA DOW taja ca w połączeniu,t,j.w punkcie nieruchomym o.0czy- 
wiócie,że działanie punktu podparcia o bryłę,sprowadze się do 
jednej siły,przechodzącej przez ten punktęwartość liczebna i kie— 
rinek tej siły połączeni» sa nam nieznane.Siła ta R będzie w zu- 
pełnóś ci określoną ,jeżeli określimy jej trzy rzuty RRs iR, 


na osie współrzędnych X,Y , Z /rys. IOV. =% 


Zamieniamy półączente 
trzema siłami R ,R R, 9 
które n=stępnie %qołicz 
my do sił zewnętrznych 
Sy 00:83 Dópóki istmia- 


ło połączenie,bryłe nie 
ła w stanie poruszać się 
. ruchem postępowym, Obec- 
nie taki ruch stał się 
możliwym. 


Wyobraźmy sobie,iż 
bryła otrzymała ruch pa 
_Stępowy w kierunku osi 0%, 
"wyreżnjąc ;że suma prac 
algebraiczna wszystkich 
sił zewnę trznych t.j.5-; 


S 8182 9---85,;R.„Ry,i R. 
ASEAN" „o RAZA jest podczas tego prze” 
e sunięcin równą zeru: 

i kj 4 k, O trzymamy ZPR 
w R + FES Zy =e 
czyli: 
kj * SR K. = O 
| a 
Rys. I02, To równanie zawiera 
jedyna niewiadomą R żę? kb 
m rę określimy: 
BY = z Y, gme* af 
EMI ka X 
a > 
Zupełni: onrloricznie otrzymamy ,że: 
B- N- 
R Fa. V. = [0) L R + m Z =0 
i >> 
waski: „ORA x 


skad ostatecznie: 


Zastosujemy teraz drugi sposóhb.Nołęczając do sił zewnętrze 
nych przeciwdziołnnie R punktu 0, t.j. rozpatrując układ sił S s.e 
+...S5_ , R , przyjmujemy,że bryła stała się swobodną,a więc możemy 
zestośowić do niej równanie równowae i bryły Swobodne j „Otrzymany: 


N, 


> SC N. 
Ro tA% =, w —. 14 503 R,+2_2,=0; 


| i=l Jel A j=l 
n- p- 
M = > M = ori $ 7 y 4 =y Zz, A = O . 
8x 3 ix 5 OBRA 


"iazimy,>e R nie figuruje w ostatnich trzech równeniech; 
Ale tego też osiatnie trzy rówms=nia stanowia konieczny i wysiarcze- 
jecy wsrunek równowagi układu sił S.;S.;......S, na bryle,posiadam 
jecej jeden punkt nieruchomy.Gdy te trzy w> rumie sa spełnione t.j. 
ostnimie trzy równanin obrzcaja się w tożsamość w postaci 0=0 to 
pierwsze trzy równania dadze wartość liczebne i kierunek niewiado— 
mego przeciwizinłania nodpory R. . : 


Fonieważ trey warunki równowoso głosza,że deny układ sił 
zewnętrznych sprowa dza się ao jednzj wypadkowej i ponieważ rzuty 
tej ostetniej na osie współrzędnych sę: 
RER 


i, DŁ, Ey, A p > 
m I g. 


tp możemy wynowiedzieć ne.stepujece twierdzenie: 


Twierdzenie: Gdy bryła materialna po- 


sl. de Teńen-synktv nieruchomy ; *0 WA 
munek xonieczny wys Tarore da ty SIA 
jej równowagi poleca na tym „żeby Suny 
nigęotratrezne. momen tów sta tycznych 
sir. zEwnęsrznych wo riJędem trze oA ae 
Jemnie prosto padywych osi wepoół rzę de" 
nych mrweęckKodzacycoh prze z Pankit n > 
ruchomy, były równe żaru każda a 080 be 
RA. 5Wwtve dy, omolsenlo.bPryvłxy ND punk U 
nieruchom" jest równe głównemu wek» 
TOTO wT "sat wewnętrznych poko C iwi aan 
4 nnie eita nołęczenia j zas pońpory jest T ów- 
ne co To- wartosci liczebnej pleeg 2 pozos 
ciwnie skie rowane,;,0od głównego wek = 
TA; 


i nozpatrzmy teraz wypadez,kisdy m- 
o chy bryły se jeszcze więcej skrępo 
i Ny wne poteczeniami,sniżeli w poprze 
= x anim wyprdkeun icch bryża 
me o 040 8 Pad e d Nacen UR 
ao aree A o mMm Capan Kono, Ori QQ. 
/eys 103/ ,wiedy jedynym możliwym: 
przesunięciem bryły jest jej 
obrót dookołs osi łączącej te 
dw. punkiy.Mamy zatym jeden. 
stopień swobody, a więc otrzy- 
mamy jedno równanie równowegi. 
Przyjmując oś 0'0" za oś GW, 

Rys. 103, będziemy mieć: 


n a . 
Mor = : >” = — l s = $ 
Mex = Ai r.z f=D „ Cy SN Y2 / O 


Jest to konieczny i wysttrczajscy wirunek rówowagi,wy- 
rażojacy iż sum” mom ntów statyczny: sił zewnętrznych względem 
"osi obrotu jest równe zeru. 

Przystepimy teraz A0 wyzntczenia sił połączeń.Mamy dwie 
siły połaczeń R! i R" pozostojace w podporach O' i O" i przez 
nie przechodzące „Obierzemy np.punkt O' za poczatek układu współ- 
rzędnych,;przez h oznnaczymy oTległość pomiędzy punktami O! i 0". 
Mamy zatym sześć niewiadomych: is" ae JA adi are 


Żamienimy podnory O' O" na powyższe siły. Otrzymujemy brył ę 
swobodne ,mogacs mieć dowolne przesunięcia postępowe i obrotowe. 
wyobrańmy sobie postępowe przesmięcie w kisrunkuosi OX. 
Stosujac zasmdę możliwych przesunięć,o :rzymamy równanie ,zawiera- 
Jaces aievrindome R' iR" , mienowicie 
z ERR 


] oe 
x Si i=l F 


Przesmmięcia w kierunku osi OY i 07 dndzą «nalogicznie: 


BOB 
RA E Ria S > AŚ = 0 
S3 26300 
n 
t + Ra > i = 
R ż po. Z 0 


Przesunięcie obrotowe dookoła osi OY daje: 


R R" + Ss, (2 -2 X, / > O 
Sos Ruy 


możemy zatym określić RU 27 więc aż. 
Przesunięcie obro.owc deokoł" osi 07 daje: 


TE 


„BIE x 5 Y x. = X.Z. 0 
y T ki i i / 


sksń znajdziemy je więc RE . 


możemy zntym określić Sa” więc a . 


Przesmiycie obrotowe dookoł” osi OZ daje- 


o a y 6 
y. R DoE b 


sked zmij”?zismy R" a nestępnie R" . 
TY ANA y- 


Pierwsze z napisanych rów“ nje nam sumę R' +R" „zupoł- 
'ne wyznaczenie R" 3" jest niemożliwe ,momy ż5 tym statfozn e nig- 
j %. S 
kraślony wym iek. 


Gaybyśmy matosowali druh i sposób ,o trzymo1ibyśmy Sześć 
rówarń,z których tylko jeno. ° 


> (Dy „TY EES 


Z, / = 
11 

jest niezrlotne od nitwiadomych ?' i R".To równonie stanowi waru- 
nek koni:czny i wystarczejacy nt to,aby ukłod sił zewnętrznych 

S orreee S m jiowmt się w równow'ize nà bryle posiadającej dwa 
"nieruchome punkty O! i 0O". Z tego równenie otrzymujemy twierdzenie 


IA iby eyta mate fians post mao jące 
dwa nieruchomo punky zmwaj dóowoaoż a n a iy 
w stanle równo wr ei Jeet PzecgęauĘ kaw 
nmnieczne i, .wystv*óa re zajata, żeby SANA 
wlsebrą4dczn% momentvtów.sbtatyo wn YO 
5.43.8280 mę vr m Yo h.wzelędon nIc Uda 
mych oci oyle Lorna zę Pu... 


Pozost'łe pięć równo. zawiernje sześć niewiadomych a 
w > a s p MiRe zupełne rozwiez”nie jest niemożliwe» 
Przypuśćmy teraz,i> punkt O" przedstawie teką podporę 
i że nio przeszksdzo ruchowi w kisrunku osi 0!0, a krępuje tyl- 
ko ruchy prostom*ałe Ao tej osi. ! tym wypodru siłe połęczenie pie — 
chońzaca przez punkt zero0" „nie pos*sds składowej w kiurunku osi 
010" pozostaje dwie joj składowe prostopadłe do tej osi.Podphore O! 
krępuje nistylro ruchy w kierunkach pros.opadłych do osi 0'0", 
lecz i w kierunku tej osi,Prrktvezmie teka polnorę uskutscznimy 
zr pomoca nodporowego czopa /rys,104 /.Siła połeczeoni: w punkcie 
O! ma więc trzy skłrAdovwe w kierunku osi 0'0"/07/ „osi OY i 02. 
Mamy żrtem pięć RR T a atog 0 połę— 


czenie. przez te siły,otr”ymomy bryłę swobodma „Możemy w tym wype.de- 

ku w taki sposób dobrać przesmięcia,aeby niewiedome w zupełno% i 
o”azieliły się,t.j. żeby kożds równie zowiernło tylko jedną ni - 
wirdóme , PA, , 
Przesunięcie posięnowe w kierunku osi O” /0'0" / deje: 


R! + x =. "0, 


DZE 7 ` 


4" Następnie rozpatrzymy przesunię- 


Z: gą i 
ŚB40 dh SĄ. A Se | cie obrotowe dookoła osi OTe: 
R a EN R | stosujec zasadę Poranny, równa 
ez -| be >. i 
! 
f 


g -Z. ae a ð. 


A 
okoła osi OZ dje nem R" z rów- 
” nania sę: 


y 


Przes'mięcie obrotow- do- 


e / ASY" Yy =0 


Przesunięcie obrotowe dookoła odł 
si O"Y " i O" Z! „przeprown*zonych przez punkt O" równolegle do 


osi OY i07, dnje rówarnić no Można 


Ms "ZĘ Oe ; 


My Ye s) i mht „ELA 
7 i=l 


SET 


Stosujae Aruri sposób, otrzymliśmy równin : 
gle sę n ; 


pt że "r : 
TE 0 a Ry RADE | je 
z i Taa a ZE Y; =0 i 
„M. 
D ; Św 
* a T R 7 + my zę a Z +0 
i=l 
Pan eede a ea 5 


Z pięciu rówiat wyzm=ozymy niewisJomep widzimy jedn=k,iż nie- 


wiañome nio se oddzielone w tych rómanisch „jak to było w. rów 
ns niach. otrzym” Hyen z zasady możliwych przesunięć « 


"re sze ie mr punk ty Q= i Or. przedstawi» je podpory ,nic- 
szo srkodzo jecc przesuniżeiom w kievunku osi O'0" brył: posita- 
Awe. on ewobody,n więc i dw. możliwe przesunięcia: obrót doo- 
4a csi COW i przzsmięcie -ostępówe w kisrunku .ej osi O'0".Po— 
adobny ruch często obserwujemy n> nieumocowenym kole.Konicecznymi 
i wyst”rezejscymi w.runkomi rómowgi ss: 

; | 


$ 7 NZ Z, YA s: O i ; A y Gz O i 
A / SEY Y SES ż A 
i=l i=} Š 
Njewindomych mmy cztery a. e „Pównanie do ich 
wyznoczeni”* y 


-h a + Q 
hoR1Y-E P y 
y 
PoR + 
z 
i mua SR 


ii 
© 


i pan s e Ta Sab 
| Er i” 3». 4 
Przynu ómy,53 brotr materiglna opiera się w kilku pmietach 


TEON o ntaszczyznę PP , (rys 105./.Gdy płaszczyzna jest 


[U 


04 09:04 
take ,>e jest w stenie wywiersć w punktach oparcia siły połączóń- 
przeciwiziałonio tylko prostopadłe do swej powierzchni,to nazywe-. 
my teke płrsmczyznę gł» Aka Obecnie bęjziemy przypuszczać, 
że mmy %0 czynisnia z głołka ułoszczyzne." następnym rozdziele X. 
omówimy włosmość płaszczyzny niegłsdkiej,c:yli chropowatej, 


Nr bryłe dziełr. ukte sił zewętrznych A 8; 


wyznaczymy warunki jej rówmowai i nezsciw'ział nie. młó.si.0© żygny 
PP.*ryła matorialn? posieda w tym wypałki trzy niesppowadze JĄCY 
się możliwe przesmiecia, mianowicie dwe przesunięcie post .powe 

w kierumkrch "zsrjsmnie prosioprAłych i rómolestych do płaszczyze 
ny T. i przzsunięcie obrotowe dookoła osi prostopałej do tej 
płoszczyzny. 


węgemiemy osie wsnółrzędnych,tak aby osie OX i i oy leżały 
na nłaszczyfnie PT, a oś OZ była FO niej prostopačže /rys.105 z. 


Zasada możliwych przesmięć čl- tych przesunięć daje: 


Sos ARP. | ba omuesl aa, 
ia. a Bac; 


Sa to w rozy trywonym wypadku koni:cznc i wysierczejące 
wrimki rówmowasi bryły zn'jiujeccj się pod działoniem sił” 


Sy 85911: .,5, a 4 


Zomieniejac połeczenie A 
a FE siłomi połeczo. ; 


KD UE e e „R. „przechodre ecymi 


roz bmk! Ame 0 0. Oaea aż: 
przoz bmkty perei 1200 > 


0 „brostópa”le do płtszezyzny;o- 7 
trzym=my bryłę swobodne „Dopóri A> 
istnicto płoszczyzn PF ,bryła nie l 0020 7 
mizy% przesunięcie postępowego © AT / | a i Í 

w kierunku osi 07, ma takżo prze.. AT a N sa V A a A I R 
smięć obrotowych dookoł: osi Le" / Iy 3 a 

OX i 0Y „ po usunięciu: płesz- J2 posad 0,3%, 
zyzny to przesunięcia staje 0/7 i 
się możliwe,Stosujęc do nich 
zasadę otrzymamy rówmania: | 7 


RS Rysa 
„az 


s SC S 7 s2  wspózrzęānmi puńktu podparcia 0, /j = 1 ;2 , 
3 + ce gk 4 ó Ji TE ? J 
| PA» mamy” lko tezy równani” a> wyzżn: czenia niewiadomych R 

++...R, , więc zadanie drje się rozwiezać do końca tylko w ma. 
kloh ody mamy punktów podporcin is więc-j jak trzy.Gdy punktów 
podporei" jost więcej jak trzy nh. 4 e rozwiązanic 
staje sic niemożliwym + mamy wtedy wyn:dek statycznie nieokreślo- 
NY» 

stosujnc drugi sposób otr”ymamy te same równania „Trzy 

równanie nie zawierajace niewi'ñomych se werunkomi rówaowagi 
a pozosinrre służe do wyznaczenia ni? Wiasgnych AR) ssd 
Mor om wysłowić otrzymnne wiaioski w “ostaci twierdzenia 


Twierdzenie. Gdy bryd a em arte rwa na jJe"gU 
pońpsrta przez PORET BZ BZ Gay W i 
weal punt tach, to warun kkon ss ża 
ny ja Ra, ta fe os ró WMO ene 
8 ać WOJ SKE o naty he gą boy Boh y „BL gb 8 20 2— 


Ie run bhów mał ze wne trznyca ne dere 
rze em ne pmr l0,.0A 028 03 de Le ŻA 0 
Wwouż 850 myrnie polpa se sa e POR e 
sumy s» bgiedkhwa ic znmóe mo meoenuów ste Ty OA 
mye N tye sir względem 0851 gę OLOS ioe 
p-p-i + 08) do te J?e Dra swo nym y Dyr Ay 
towne zeru karda 2 0 obni wa 


Zauważymy,że na zasedzie trzech powyższych warunków,mamy 
Mgx.Wgx + Mgy.Wey + Meze Wgz += O, ; 


skad wynika,że układ sił ze wnę trznych S ,5 EG. sprowadza się 
do jednej siły wypadkowej równej co da wartości lig ;zebne J; 

* Z = Wez, 

równoległej do dz OZ i majacej punkt zaczepienia w O! o współ- 
rzędnych / x, AA / /patrz $ 4 „rozdz.v1./ „przy: czym: 


Re /2,z, = ta, / = RB" 
-= aanse y, = F—— iz,=0 
Z, a. 2 
i=l i-l 


Przystąpimy teraz do rozpatrzenie tych wypadków,kiedy roz- 
w iazamie,t.j. wyznaczenie przeciwdziałań punktów oparcia na gład— 
kiej płaszczyżnie ,może być doprowadzone do końca,t.zn.kiady pun- 
ttów podparcia jest nie więcej jak trzy. 
Wypadek. Jednego punktu pOdpar cm 
/rys.106. /. 
Jeżeli przyjmiemy ten punkt zn po czątek współrzędnych 0, 


to wyżej przytoczone równanio ogólnego wypadku przyjmą taką, pos-- 
ta é: 


mo m T? ; 

Zoia Y. = 0- Mgz = fta aXe 6 
ag F e Ta e’ 
m m 

Z.%R=0 , Mex = PDS wYB J 20 1 
È HIS E L 
i=l =} 

Ee a +%2./ 6.94 

E dp 


Pośród „gych równań mamy pig h kich,w które aie an 
Dw a ko t.j. mamy pięć warunków ni zbędnych i dostatecznych, 

a by dany układ sił znajdował się na bryle,posiodającej jeden 
punkt podpa reia,w równowadze,zamiast trzech wypadków warunku o- 
gólnego.7 tych warunków wynika,że dany układ sił sprowadza się do 
jednej wypadkowej siły przechodzącej przez punkt podparcia C i bę- 


dż zt 
SAP. SOBA 


AO 
dace + prostopadłą do płaszcz yzny 
podp rein.,Przeciwdziałanie podpory 
O wyznaczymy z równania: 


= a 


i-l i F 
Ponieważ prawa część tego 
rówmnis przedstawia wartość liż 
czebnaą wypadkowej siły układu, 


więc przeciwdziałanie přaszezyz= A 
ny podparcia jest równe cò do war- /P 
tości liczebnej tej wypadkowej KOSZEM, E E T, 


lecz przeciwne co do kierunku. 


Mpk dwóch 
pumztów podparte Lau 
frys dOl efa Rys.106. 


Przyjmiemy jeden z pun- 
k tów podpa recia- za poczetek współrzędnych i skierujemy oś współ ~= 
rzędnych OX wzdłuż prostej ,łaczecej te dwa pmkty,przyczym ozna- 
czymy przez h odległóść pomiędzy tymi punktami.Ogólne równania 
wtedy dadzą: 


-Vo 57% o» | 
Widzimy więc,że mamy 
"%rztery konieczne i wystarczają 
R warunki równowagi, te warunki 
mówią,że róvmowaga zachodzi tyl- 
l ko wtedy,gð 7 dane siły Sprowad:e- 
> ję gic do JORGA Won SL 
prostopadłej do płaszczyzny pod- 
parcia i przyłożonej do pewnego 


4 
ora 


r3 


punk tu „proste j 00, 0% punk ty podparcia / I FALS 0/. 


Łatwo udowoinić,iż> gdy oba punkty podparcia O, i 0 
znajduję się po jednej stronie od płaszczyzny podparcia PP;,jak 
to jest na rysunku 107. „to punkt zaczepienia siły wypadkowej , 


równe j lee zna jdu je się pomiędzy punktami pofporowymi. 


i=l 
Rzeczywiście równania: 
- Zoo R MR = Z. Xi /="Ra$B 
ja Í al ) eii 
iade Pa wz” 
a więc 
Ponieważ R_i R, posisdaja jednakowe znaki,więc 
a. >. | m. lą, 
O ~ Ry z R, V l a dlatego O gay R p OsDyd,6> 


wartość liczebną przec iwiziałań RL i R, z łatwością wy- 
znaczymy mianowicie: 


, albo tak 


Ro" F43 


Z tych wzorów widzimy,>e ciśnienia bryły na płaszczyznę 
podparcia w pmktach 0i Z sę to składowe siły powstającej od 
rozkładania wypadkowej siły danego układu na dwie róvmoległe siły, 
przyłożone do pimktów podparcia, i 


wypadek trzsch punk iow PES PArecdia 
rys..1108. pa 
W eńmiemy osie współrzęm— 

dnych w taki sposób „abyi/początek 

O wypadł w punkcie O! 
«łoś OX Roa przez dwa punkty 
" podpory np. 
xfpłaszczyzna e a płaszczyzną pod 
parcia "PP 
ufodcięta trzeciego puiktu podparci'a - 
8 bary Aoda-tmią. y 


ane 4 AŻ waż 


Oznaczymy przez/h 0) i /a,b * odpowiednio współrzędne pun- 
któw 0,T 0, , wteydy ogólńe równania możemy napisać w ten sposób; 
» 


„TB i ; m 

Er) PRE Ma r O Ko. wi A R R RIVUĄA 

yy i i=l i r a oL ED 

ssa E, 2 A R 260 N-z z ABE 

. u = gear 4 4 . = . ch Sp 

gp i x Ja i/ HR, aR, =0, 
L Yag « Euy 0 
ir Eo 


Tu jak i w ogólnym wypadku równania pierwszego, drugie 
i szóste daja warunki konieezne i wystarczające istnienia rów. 
now. qi, pozostałe zaś trzy -służą do wyznaczenia sił podporowych 
R Eos i Rą „Z warumków równowagi wynika,jak w ogólnym wypadku 
e dany układ sił sprowadza się do jednej siły wypadkowe j,pros— 
topadźe j elo płaszczyzny podparciatNapórnzedne jej punktu zaczepią 
nia s3: 


4 paesini n 
a (f an SA a. <q! Hi Fr ti .z4/ 
Xe Sida y s 8 Ze =0 
nh p. PRE BR” 
i=] i ii “i 
albo na mocy równań 3-g0, 4-go i 5-g0 : 
+, 48R . bR 
* = acne Je” oko au Ż +5, 0 
RJR +R on ano ak > 


x Łatwo ujowodnić, że jeże. posiada ją RS 
kowe zmaki,t.j. jest wszystkie trzy „ad y a x 

O yae aue się po jednej sironie od płaszczyzny pogparcta SR, 

to punkt zaczepienia siły wypadkowej danego układu znajduje się 
wewe trz trójka ta . -010503 „którego wierzchołkami są punkty pod- 
parcia. ` 


Siły przeciwiziałań R pałą; Wyzhaczymy z równań 3-go, 


|| 4-80 i 5-go. „wtedy: o 
Ey iy 
T ABD ai / 
R. |= — = , 
a í b 
8 a a 
Aa E E | a Aa, 
m EA = Y.z, fero I, ťa 
27 4 e e a E slsia 
Toeg 04.7 i 


beh 


w mase 


sę „M. 
albo tak: WS ./RoOCA/Rb/x dog: 
R © se aa 


m | UOR M0 anina: MPK | ameoa Pk nA naw wam w agony a= z: 
L+ | b. 
pa 
Aa b. SSM 
R A A žo / SA i 
2 5) = x Debr 
RM 
aT 
RL Je isl 
SE b 


_ Widzieliśmy,>e w wypadku jednego punktu podparcia ,gdysą 
spełnione warunki równowagi,wypadkowa sił zewnętrznych $4332** ++ 
S_ przecina płaszczyznę podparcia właśnie w punkcie podpóruź w wy 
padku dwóch punk tów bodparcia wypadkowa ta przecina płasze zyznę 
podparcia w pevmym pmkcie znajdujacym się na prostej pomiędzy pun- 
ktami podparcia,przez które ta prosta pruechodzi4w wypadku trzech 
punktów podparcig wypadkowe ta przecina płaszczyznę podparcia 
w punkcie ,znajdujacyn się vewnetrz trójka ta O wierzchołkach w pun- 
kta ch podparcia.Od położenia tego punktu przebicia. 0'/x_,y_+2, / 
zależy,czy bryła znajdujęca się pod działaniem siły ŻĘ 2, piono- 
wo do płaszczyzny podparcia jest.w równowadze,czy. też nie. 

Rozpatrzmy ogólny wapadek,kiedy bryła styka się z pałasz- 

czyznę podparcia, tworzec pole zetknięcia 0702070405059408 /rys 109/ 


przyczym O' jest pmkt przecięcia się siły a Z z płaszczyzną - 
podparcia; . i . e 5003 

_. Na podstawie pola 040202 28 
04 0505070ą utworzymy inne pąje. < 


w nastepujacy sposób:niech prosta 
linia NW toczy się dookołku pola 
podpory: w taki sposób,że zawsze 
jest'do niego styczną i zarazem 
migdy go swym przedłużeniem nie. 
przecina, ta prosta utworzy pewne 


pole 0,0,040,05050,0g /rys.109./ 


"Jeżeli pole podvory nie posiada 

'wklęsłości lub wgłębień kątowych Rys.109. 
/rys.110./,to pole utworzone w powyższy sposób przez prostą NN przy 
staje do pola podpory t.zn, jest z nim identyczne.Jeżeli zaś pole 


me podpory posiada wspomniane wklę- 
Nm =, a słości i wgłębienia /rys 109./ to 
Ę i N „„ mole utworzone przez prostą NN 
> 5 Alm” = wystaje w miejscach owych wklęsło- 
> aA = ści poza obwód pola podpory.Na rys 
> PŚ y 109 se te pola oznaczone kreskami /. 


Rys. 110. To pole wyznaczone za pomocą pros— 


i 


: — As 


AF e |... 


tej NN „nazywamy polem stateczności,w przeciwiśństwie do pola pod-- 

pory.Jjest rzecza. oczywiste,iż w wypadwu jednego punktu podparcia 

bryły, ten punkt właśnie będzie polem statecznością+w wypadku dwóch 

i trzech pimktów podparcie polem stateczności będą odpowiednio od- 
inek prostej pomiędzy punktami podparcia i trójkąt utworzony paez 

e ak trzech punktów podparcia zapomocą prostych NN, 


Udowódnimy;że gdy pun.i-t O! / x970 faez y 

we wma trz pola s ta tecznoseci many? mo w- 
nowegę biya y matem aha j. 8 Aaa y. Wa B- 
©. KA PX adkae sprroasgiocowziy Zn 1.6,,P 0 0 BA Tr 
GI 8.5dVv pun O" mem. BWA. d 2.1.6. 0-0 — 
Lasta , te CZNA oOSCE* weI Coana eeo WNn.0 = 
Wa2Z.|. OW WY MAT GM MAM CN wZrdY WE O SZ 01 
punkt 0 znajwwjw ode p Mug Obwodem po- 
SBB LA UEE MIW SAI OSANE +9 Mask" a A A NIe 
m osze być. w o rown o. wa Ga Gw 


Przypuńćmy,+c punkt O! przecięcia się prostej działania 
siły * 'zyciskajacej,prostopadłej do płasze yzny podpareia,z ta 
płasze «yzna znajduje się wewnetrk pola ste tóczności > wtedy mogą 
zajść dwie możliwości: 

1/ punkt Ot leży wewne trz nola podpory i 

a/ punkt O! leży zewneirz pola podpory. 


W pierwszym Pol Bok punkt ori za punkt zacze— 


pienia siły przyciskającej ~“ a. Za otrzymujemy równowagę bryły na 

So 

płaszczyćnie „ponieważ siła "= 

= 

"saa A płaszczyzny podparc ia,powstającym w punkcie 05 
rys.1L09 : ERN 


W wypadku drugim mamy np. pu t0! /rys 109 / „Ponieważ 
możemy przeprowadzić przez. ten punkt iaka proste AB,żeby prze cię 
ła w dwóch miejscach pole nodparcia,to możemy *'ozłożyć sh Z. 

4 Salą 
na dwie siły równolebłe i jednakowo skie rowane przecinające pole 


Z równoważy się przeciwdziała 


Away bryžy w pewnych punktach A i B „A zytym otrzymane dwa 


śnienia zrówroważą. się przeciwiziałaniem płaszczyzny podparcia 
AI w punktach A iB . Otrzymujemy więc i w tym wypadku rów- 


nowagę bryły.żauważymy,że czasem nieda się rozłożyć siłę > Zi 


na dwie skłądowe ,przecinajace pole podparcia „ponieważ prosta AB 
mie przecina jednocześmłe tego pola w dwóch miejscach „lecz tylko 
w jednym „wtedy „aby rozłożyć siłę na składowe przecinejące pole 
podpos” „Będziemy zmuszehi rozłożyć je nie na dvie,locz na trzy 


ro" 


składowe, Tai o zachodzi n.p. dla trzech wee? podarcia 
bryły 0, aś ii, 

e a leży poza ob 
wodeńm pola sita tecz możoż /rys.aca 
to ponieważ przeciwdziałania pła 
czyzmy podparcia se skierovane c 
płaszczyzny w stronę bryły,a siła 


przyć iska jaca Zi ma przec imy 


i=] 

kierunek, to w rezultacie na bryłę 

dzieła para sił,dażaca do obrotu: 

bryły dookoła pewnej osi w kierum- 

ku działania siły. Suma algebraiczna (6 

momen tów statycznych wszystkich sił pain po E kai 
| 


działających na bryłę nie może więc - y 4 ! 
być równą zeru wzgłędem tej osi, i { 

A Rys LEL, 
która możemy obrać za oś współrzędm 
nych. larumck równowagi bryły nie jest spełniony, i bryła misa Wy W= 
rócić się. 


Oczywiście ,gdy punkt O! leży na obwodzie pols statecnościy 
to bryia znajduje się na granicy rórmowegsi. 


Jest rzeczę pewas ,$e im dalej punkit 0' „znajdujący się WEW 
netrz pola stateczności jest położony od obwodu tego pole tym więk- 
za jest stateczność bryły i tym trudniej jest je wywrócić.0zna— 
czymy przez d najkrótszą ofległość pomiędzy punktem O',położonym 
wewn trz pola stateczności i obwodem tego nola.Wtecy iloczyn: 


z 


rnezywimy. momen te m S ta tyre zA og ean brył ne 
Im moment statyczności jest większy tym równowaga jest więcej 
stata, granic mej rówmowađze odpowiada moment statyczności rów- 
ny zeru. 


Przy tych ogólnych rozważaniach przytoc: yny kilka wypadków 
rozwiazania . zagadnień o równowadze nieswobodne j VET na teria „Lnej 


w 


Pierwszy przykład, Nźwignica składa sie 
z kohumy AB /rys.112./ ,umocowanej przegubowo w końcu 
A i podnoszącej na końcu © ciężar S rówmy 200 kz.Kolumnę u- ' 
trzymuje lina pozioma BO przyczym kierunek kolumny tworzy kątoż= 459 
ze ściana pionowe,ciężer zaś jej przylożohy w środku D,wynosi 
G = 100 Kag.Obliczyć naprężenie 3 R z siłę BT R „pode 
sory A. 


Bryłe materialne jest owe koluma AB,na którą 


działaja siły S w punkcie B rówolegle do ściany pionowej „skie 
yowana ku dekówi i siły G przył ożona do środka D kolumny AB, 
także skierowana rówiolegle do 
ściany ku dołowi. 


Kolumna nie jst swobodna 
więc aby ja uczynić swobodną ,mum 
simy przyjeć pod uwagę,siły połe-. 
czeń,natężenie liny © i przeciw 
Aziełanie R przeguba A, 


Ponieważ wszystkie siły s93 
zawarte w jednej płaszczyźnie ,to 
wystarczy: rozpatrzyć dwa przesmię 
cia postępowe i jedno obrotowe; 

w tym celu we”miemy osie wspóźłrzęd 
nych w tej sa mej płaszczyśnie © 

w sposób wskazany na rys.112,Dłu- 
gość kolumny óżnaćżymy prz” 2 L; 
wtedy otrzymamy ńastępujace trzy 
równania: 


Rys.112. 


ioGzakedin oce. S„lesin 282 Didog = 0 
skąd z ł twoście otrzymujony niewiadome siły połeczeń 


k * AL 
p, = LE tas tees 68.8 1 


2 + 


Dla wartości na G, S i © podanych w zadaniu utrzymany 
z powgższych wzorów: 
> = 250 Reeg = = 300 kg. iT =-25B0 kg. 


skad wymaczyny wartość liczebne przeciwdziałania przegubu 


i] 


OSS RTY 
= y R € R 5 = . 
R (RE + > 390,5 kg 
Kierunek przeciwdziałania R okr. limy za poriocą ką ta by 
utworzonego pomiędzy R i osie OY: 


R . 
y : 
ea ESN Vea a (AE EN 04a 
„208 P = 6 = "390, * skąd © = 39 481. 


Ciśnienie kolumiy AB na przegub A „oczywiście jest równe, 
go do liczebnej wartości,lecz przeciwne co do kierunku,sile prze— 
ciwdziałania R = 390,5 kg, | 


4 sop ty 
m ĘĄ 


Drugi przyk ja 
| po see! ae okrętowa /rys.113./ ważąca 
= 300 kg.,wisi na końcu pręta 
ABC w odległości b = 8 
„stóp od prostej pionowej AB,łą- 
czącej podpory A i B „Odległość 
pomiędzy tymi podporani wynosi 
AB = a = 6 stóp.Jaka jest wartość 


liczebna i kierunek sił podporo- 
wych a aj Rz * 


W tym zagadnieniu bryłą 
mo terialną,której równowagę bada- 
my jest krzywy pręt ABĆ wraz z 
szalu ą „Układ ten nie jst swo- 
bo 7,albowiem punkt jego A i 
= 58 uigocowane.Ponieważ w > B 
X pręt swobodni; przechodzi prze 
czop to ćciśnienie jego na. z» 
i przeciwdziałanie posiadają kie 
runek prostopadły: do AB.Jedyhą 
siłę działającą na pręt jest siła. 
ciężkości G skierowana pionowo ku 
dołowi. Pręt posiada oś „dookoła 
| (|. której może obracaś soę; ponieważ 
; Rys 113. siła G jest równoległą do tej osi 
AB, to moment siły względem taj osi jest równy zeru; warunek rów = 
wagi jest zatym spełniony „Rórnania równowagi sa : 


=Q0iBG=G6 Ry = 


m 


R | l — G 
baze no 
skęd otrzymujemy: 


a 4 : 


czyli Ry = = 400 kg ,, Riy = 400 kge, Riy = 300 kg. 


| AY 
Skadi „R, = 500 kge. ga Raa - 400 kg., 


U 


H 


ar DUE O ; 
cog A = Ry BOB 55 0,6 ., więc > = 62° 8! 
Trzeci prz kład. Dwa pręty A C 1 BC jednakowej dasyśct 


Zie stóp każdy jednakowo j wagi /1 tonna / są połączone ze sobą 
przoeeubowo . w punkcie © i Opieraje sie końcami AB na 
gładke podłogę, tworząc z nła kety równe 609 „Oprócz tego pręty te 


sa połączone ze soba zapomoce liny MN przyczyn cdległość punkt 
MN. od podstaw A i B se równe. : 


2 stopy każda.Do pręta AC w pun- ta ER 
Gie. odległym o prz ekua + a 
C o „sdne stopę,przymocowany jest cięża N E | 
ciężar G równy 4 tonny,Określić ABN Ay BZ 
przeciwdziałania podłogi ,p r z e_ z T X z | 

E ate i á i A g NEN enres 
guba i natężenie liny /śro- Re | A | A Pa 


dek ciężkości każdego pręta znaj- “À 
duje. się w jego środku goome trye z= 
nym drys . 114 e / 


Układ nasz składa się. 
dwóch brył. : 


1/pręta A0,na który dzia- RAGE Rat 
Xaja.siły:ciężar jego G, = L tonna 
ciężar G = 4 “tomyma terönie T Rys.114. 
Mie E ER nic Ra p } ne .;uba 0, a przeciwóziodania 
piRRCEA R. 4 

27 pręta B0O,na który działaję siły:c.ężar jego G, = 1 ton> 
naznatężcnie liny T,,przeciwdziałanie R, przeguba i prze- 
ceiwdziałanie R pocłogi.Natężenia liny a pi Ta sa sġbic równe, 


ART 


B 


C0 40 liczebnej wartości,lecz przeciwne co do kierunku, takie są 


i przeeiwóziełańia pr Z e-guba Ry i R. . 


Tozpatrzycy pręt A0 „ weómieny za osie współrzędnych 
proste A X i AY, „dla pręta BC,jako osie współrzędnych, weźmiemy 
BX ł BY, „Równania rówiowagi dlo prete Ac są: 


AR > pas sd i 
Rix > 1 Gy tiy 1 G + R, 0 i 
, O i H © ma Gain GAO a fa NO RE 
* e 60 +66. cos GOF + 2 sin 60 / L2RyC0s 60 12R5$h 60 / 
= 0 „Równania równowagi dla pręta BC s&s 
+ b CR = s 2d P ; F 
R mea > 


- 66_cos 600 — 27, sin 60°- /12 R y208 60 « 12 RS sin 60 /=0, 


2 I 
ponieważ Roy= — z ; ai = Ry si T, == L . 

Pierwsze równania w tych układach są identyczne ,więc 0d-- 
rzucajęc jedno z nich „otrzymamy ukłsd równań pięciu © pięciu nic- 


ad . 
wiadomych Riz Piy? + 5 Ra "AP, Ry » Ten układ po weż wii ZA 


„miast Cos 6, i G danych wartości i mieniajec sin 60° i cos 60° 
„ich wartościami przepisze się tak: - 


Bra U a Ry 1-8 


1X 


S kea po roz a iniu otrzymujeny © . * A : 
p ; LEN a 14 [7 1d LT 
a gó 1 16. NEOGPR, © 

czyli w przybliżeniu: 


-]|,62 s R (2 14803 Taa =l ,62 "Ua 9 R 


UI 
l 

oy 
t 


P za eg . z . 
td X — ly 1 3 a 3 „17 4 $ ar e ;03% 
majac Rix i Royi Z łatwoście wyznaczymy R > 2,44 te 


Zau ymy , że gdybyśmy musióli wyznaczyć yno przeciwdziać. 
ya mie podłogi ka i k; nic zas przeciwdziałanie prze guia 
i natiężenie liny? bo móglibyśny pozpatrywać oba pręty AO i BC ja- 
ko. jedną bryłę materialna, Wtedy nic” bysmy równania: - 


mie A o'6= 3 


= R1.200860 =P p ep £ 6oca607 + kene60" -600860 = 0; 


w zględem bieguna O.Trzecic rówenie rzutów nra osi OX obræ- 
en się w trżsamość 0 = 0. Ostatnie dua rówania przepiszemy tak: 


Merk =.B4 a OR ON ao (0) 


3054 3 4 
17 17 


O 


t.j. to samo wartosci, które już otzrymal iśmy wyżej. 


FGowamty prz ykk a, Mosy/Rys.115%/ składa Się 
z dwóch częś ciypbłączonych między sobe przegubowe w pum— 
kcio A i przymocownych dc brzegów przyczółków przegubami B i C« 
W aga każdej połowy mostujost 40 tonm, przy czym położenie śroalt- 


ków ich ciężkóści sa wzkazene na rys.115.Na moście znajduje się 
Ba ciężar G= 20 tonny położe— 

nie jego jest wzkazane na 
rysunku.Określić ciśnienie 
w przegubie A i przeciwdzia- 
ženia BC, 

Osie współrzędnych obie- 
ramy,jako jsk wskazano na 
rys Ll5.ozmaczyny oddziały 
wamia prawej części mostu 
na lewe przez R a we j 
SP Sn na prawa przez „Przeciw 
Rys.115. , działania wB i odpowied 
nio DE | R3 i R4 Mamy, 


RX T Rix a * 


2% 14 


Równania r migi lewej-części mostu będę: 


| Rzy. "sę * 0 o 
R: — = . = . = O 
Ryt U Tay 40 + 20 = 0 ,.1540 4 4,20 2 Ri 4 Riy 5 
Równanie prawej części są: Sre 
R, L ; S i — = + = R, y‘ i 5 R « LO=0 
z * Ray 50) Ryt Ray 40 O o 9.40 + Rz 4 5 4y'10 
Przekształcając te dwa ukłidy; otrzymujemy układ sześciu 
równań z sześciu niewiadomymi Rir, Riyta Rzy; A az Pay 


=D dea aee 10 


Ryti ea Pó Ryt Ray 3% 47 


ARig Riy 120, ARY SRy 4Y 360; 
sked otrzyru jerity: 3 
? SM ) to R $ a Ar = T 
x 20 tonn, i 20 tonn Ray" 20 tonn Riy” 8 tonn Ray 52 tom 
i | R 
Więc R = -R= 21 tonn,R. = 56. tonn i R = 52 tonn.Kierunki prze- 


z 


eiwimiełań tokżo z łnatwoście nkreślimy wg ich rzutów na osie współ- 
rzędnych OX ft g 


c 


Pio wi przy tade w ac orh o Łe W 
|>O SM AR%U 0 kro węedzai Pówimwoj” 5 oo jeg 
Przyda zon YsAIC mem SO ANA OWO ZONE Ge 
| ooo yt Ka w. Bpnsób vwvskarany że. V ys LIE 
RRC BT LRAYCO"N SAX s3 równe 2 Eg» s pre- 
wia sa O ROR make, Gm ara n WRN On 
Do s REOSEJES 


Obierzemy “sice współrzędnych w sposób wskizany na rys.116. 
Na zasadzie $1 rozdz.6,wiomy,>e Arny układ sił możemy: prueksz taz- 
na układ złożony z jednej siły przechodzącej przez obrany punkt O 
i jednej pary sił.Pzuty tej siły na sic współrzędnych są równe 
alegebraie myn sumon rzutów danych sił na te osie,loment pary wd 
padkrwej jest geometryczna sume momentów danych sił wuględeń om 
rancego punktu O zatym jefo rzuty na soie współrzędnych są równo 
elegebrnicznym sumon momentów tych-sił względem tych osi. 

Rzuty siły wypodłc wej nt osie OX,0Y i. OZ- odpowiednio są: 

R 2 IR 

Les Baog 2 s2 =/0 e 2 S, = 0 W = 5, 754 = 0 
"ROWERU a na MKT 2d Sprowadza wi endo, pad 


ry wypad kowo j momont ktc cj posieadsr następujące skła 


dówe w. kierunkach OX,0Y i OZ. 
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NAK Here rome mibaatiwyner ił y 
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; H j; Tea À 4 | 
: >y 
< 5 `~ H 
i Ng, H 
RÓŻ a f 
H A F 
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Pó 7 
Ę | 
Mż... = = IB: NL ER EN CAAS 


7 Ro i m 


3 5 
Sea M- Vu aM ana 220% «w 34 kg.emi 
x y z i 


„Kiermok tego momentu jest: > A 

i o e Ka A 

cos /M,X A REKE > a" cos £ M,Y/ = COS /M,Z Je = = i , 

aż) AD: | 

> j. kierunek momontu M jest zgodny z ze: przekątnej AB da= 
ego sześc mok. ny od aka? A. > B > 


Sm Oront- y a bryrę matade 


rre dmna kæ zita WR Prao S tT Oke tno goo MONS 

AE M równych 
3,1000 da rara trey Bliscy Po sz44 e EIRE 
KAY Var med 8 Gzdsznnia „ea ZA c ġe- 
piyn be Cren aaro ad wokan ano aee 
5proeowazać ton Wera Sr aO Po s ta $a 

W OJSSYOCĄ GOA j J 


Obiernjec osie współrzędnych w spośćb wskazany nr rys.1L7. 
i postępujac podobnie jek w nrzykindzie moprzednim,otrzynońy : nast ç- 
pujace rzuty na to e siły wypodkowcj, 


— 


ak =G EW = 5. 26 » 


x 2 
yty > 
skod z a kg -> 
coa S WX f acos /W, Y/ = cos / WZ /* |. 
Obliezymy teroz rzuty ment. prry wypordkowej; namy: 
Ii = $,.7 = 42, M = -S, 1045, 3 = A2, K = 0 skąd: 


3 y 
p yz EM 
M = 42YVY 2 keco? i cdg MA = SE COS /MY = HE 


2 y 
cas /M, Z7 / = 


woes ag 


ma Alue 

Widzimy więc re moment M À 
jest zawarty w płoszezyfnice XOY 17 
i dzieli niwpóźł kst zawarty po un K 


między dodatnim kicrunkicm osi ; A 
OX i ujemnyń kicrumkcim osi OY. A Ę g 
> 
Ponieważ $ patra ) 4 : 
pozdz VI / siła wypidkow. W R 
jest prostiopsadłe do momentu M * 
pary 2 i a 
cos / W,M RR i FR. a i : 
f fe > 2 ; Pa i | 2 


wige omy Rzxa a za. 
j siły wypad k o- 


aprowad zaeśćcs 
e FJ nO WMG] j pmkt zaczopienia w pul 
: A ii Hor przy czyń 
o M W 
sM ea zi d 
R z ? $ 
© uu a r 
M W E M Vae j 
AA A Wr n 2 040. +. > 
se WS 3863 RD BIRSR, 
MW M GW. 42.6 — 42.6 14 
dB O BRRR <A da 
Gia = z: pr = $ 


g 36.3 3 


lub w dowolnym punkcio cei środkew j której równanie jest, 


ZA = RE z Li 
AO a OP FIR a 
6 = 6 = 6 CZYLI — = ZAN + 3% 


wzdłuż twj osi dzinłn wynrdkrwa sita dnmogo ukłrdu sił 5,95, i 2 L $> 
; zykłżzd. WN kierunkach 


Sora miya pye 

koo węde i s2ż20 80M oMM o DOR UEDA Dao A, JB 
awamosścio wzajemnie Powmychaegsdcz sau 

lak to ie B4S mekan como No a (i ya ello pko" 
Voa tem: waż ad sido ZO pn awe (mi p ros 
Ste Joi Wwy zn o OR yie wspó .rzęĘdne x i j 
porztowikirzteć bęcza -sig osi środko wej 
owa MREz inu  zhźnrsze wyżu Koza 


Biorec osie współrzędnych w sposób wskazany na rys 1ló.bę- 
dziomy  ieć następujace trzy wyrożeni” no rzuty siły wypadkowej te- 
go układu na owe osie: 


saa = 28 
t= S, SĄ + Sg+ 510 
w sj S A c TEE $ PAE 
a FOO a a Ex 
wy = ż 
Sa r* alias o 
: A | T Vi a 457 « 16s? = 2sV6 
> : | Fk 16 
> 3, i cas TNT / -Ę ; 
| rę Wa 
| i eos'/¥,Y / = „ie ,cos/ W,Z/ = $. 
| ; Rzuty momentu pary wypadkowa j 
E Xe k se następująco: 
sA, h zma Ga ma £ ZZ 
i 8 M, 54 +348+500+8, „A 2a3 


= Dru Eren Chaa iea AS z 
t= =55 D S.A Sgę 2a$ 


er > Wo BB aS R = -4a 
więc: M= 25/6 ico /w X = 5; dne Z iA J cos y= 


sa EACE E 1 
Ponioewnż:cos /H,M/ = mx = — Sam O 

EZ 833% 34. 
więc /prtrz $ 5 rozdziołu VI /deny ukłnd sprowadza się do skrętni- 
ko czy li do siły i bary sik, pł szcz yfnio prostopadłej do kie 
rumu tej siły.S3% ma an e jest przyłożona w pun 


koio 0*/ x Dph ok 
orty n 


mo 2 
A = T By Yo = = 
ą osi 


Lub też w dovolnym punkcie 


a Z=0 
Ę $ "O 3 


środk" -cj,równnnio której jest: 


2 2 
-= © aiy — n 
Ya 3 27 y= 3 b bd : 
29 SZARA AS . 


p" 


Znuwsżymy,>e oś środkow. Jost mróste dziełr nia siły 28 aa 
OBliczymy tornk momont pary R 


= M.ec5 ZW, / = 2AN y 5 y z z/ = -5 as z. 


aby zmalońć współrzędne punktu przecięcia się osi ża” z pra- 


szezyznę XOY,robimy Z = © „wtody znejaujemy,żo : X, =V Z 


Osmy przykłnd. © iężar G = 100 kg. rys.119.U w ią- 
rm e e wt na, Eanos On de m 8 KO 6 wo a ARA 


EO 
GMO KB 6 040, 5% AT a A A a O a ny a OA 
Ae ROA E ON TnS przymocowany JPN 


NJOM 


wm. poormoa oe GyóocAh Nowa vydh o ja no MED 


MU ce HO c 


wośżwacych pond ces 
anye GS.0lw R AS w DOS - 
Waal" DOŁ O ZS0 RY O oW 
+8 526 my Sa Topa zice 
6... 80 le zysós ana 
5.602 S T T GUNE 
Toe A OG wzdłu i 
PODA Wag dla = i 


Obierzomy poczę tek współ 
rzędnych w końcu Arągn A0,oś OX i 
w zadłuż Adwusiccznel ks tı BOC,oś 
OZ pionowo nndół,a oś OY prosto : 
podlo go OX -4.07..Rówmsni” rzutów | 


Ters 4V 40 Gos Ub t Sona 13520 | 
SYP A 2 7 
Toos ABr + U 135 = O | Beg 

; 2 
6 «18.868-145 = 0, 

o io To 

szyta 5.1 = m .=s-0; = 
a 12 wa a ja: 
2 Pes -5 
erg ygi m U = O > h AE: US 
D 22 3 > SS= 


Tr = 


Z drugicgo równin momy,że 1 


| | 


Eco 


PORZ 


ONZE ZZA 


Rys.L1L9. 


T 


5 mote natężonie 


obu lim se jednakowe,wtedy pierwsze rówmmie daje: 


y2 


— 


2 


y2 TE = 0 „skąd Jk 


Z trzeciego równsnio obliczymy S= 26 


wice TENO, EZ 

Dzicwiąty 0p? 
Ror ooa Na WAX AB 
Gb. FEELIN e a WR. W 
rys.120.nRawIinię<s 
e gJocJą w R LSI Br 4 
Po aan BAC 
penr OG spr mie ń i 
kerar Jost LJ 
szećć rzy 
MZYRSŻY OR i 
pr o M ólecn „on W Ge 
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1.©S 8.ifee 0 000 | 
AOR A E a S JR 
4 "eoreskr fe de R 
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LEERY Po dmo szo o Wa ma oda 40,27 AE 

A w oA pon EE e ao "2,15. MTL LJ MA a BZ 
Tani G S T A A E A 

icmu nace iag- 


6 kg. | 
m e otsaik=padaa 

> Ra łożysk wnzu a w stan śe 
j n e 


równować Diosna pod UNL 1 M 
IN e W EE a E A A TE 


. 
w, 
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Birrec asie współrzędnych tek,^by ioaz tek był zg dny z , 
pumktem zoezeopionin sity odmrowej łożyska A,oś OX - Csia wału, 
oś OZ- ast pionowo do u Aż! a OY m w kiermku poziwym 1 zauwa 
sywszy, iż siły odporowc R Ry an gE Orte W płnszezyznaych 
prostoprałych do osi OX o uda A 15 /siky tarcia pomijamy / 
będziemy micć dw. rówmania rautów no -ogie OY i OZ i trzy równe 
niaz momontów mienowicjie: 


Yo CoS 30° = 0 a | + = ssb 9 


RA Ak | B PE : 
G.T.-S,ór = O, 3 Z 426 -8 ci os 60° = 0 j 2a = $ cos 30'= 
1 y3 1 n 
czyli Y, sty*'> S=0 , Z + Z -G e 5 B= > 
G- 65, 89, 406 gad ams ER 
ada Bn ZA a 2 LE 


SM 


Poniówiż S = 6 kg.zatym G = 36 kg; Y=(3 = kaTa kg.,Z, = 23 kg, 
Ya 5-4 3 = -5493 kg., Z, = 16 kg. 


Dziesiąty Przykad. 

zyć "wie trak o wale poziorym AC posia- 

ds cziąry symetryczno skrzydła , 

których płaszczyżny tworzę © e 

srcezyznę pionową +pros topadżą. 

do osi. 40; koty równo 30 1, 

" odległości dwa mtr.od csi. 

, dzintoz na każde skrzydło nor- 

-  mnjne wypadkowa śiśniecń wiatru- 

„i wyaosz”ca 120 kg. Oś wiatraka 
obrecn się w Xożysku A i w ezo- 

pie C,Siłę wiatru równoważy 

óciśnienie pionowe S mn koto 

trybowe B o prormioniu 1,2 m. 

Ww odległości BG = u = 0,5 mh 

b= m=] m „AFP =b = Opm 

A Tyznnczyć éisnienie $ 4 siły 

Rysi12. podporowe łożysk A i Œ jeżeli 


i 
i 
P 
i 


ZE „NĄ śy w 


I/ wiatr dmucha na wszystkie cztery skrzysła i 


2/ giy skrzydło D jest zdjęte,a linia DE jest pionowa. 


Równania układu równowygi sę: 


+ a Ba 


n / a ŚR = 
A AN oem Ta / = 0, /%,5, =A D x/ = 0 
o i=l aop o o 
a 1. y e Oe 
1-1 BĘ 
o og "asg naa jest wzkazane na | rye.121 i ułożymy 


ca 


X > 
120. 608 120 


i 
| 
Se. 
! 
ł 
5 cz 
i 
i 
A 


|, Br 


H 


120. CZ) 26 
120. Cr 08 o 


Mezzana 


l 
moej 
H 
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Ioi cos 90° 
|120, CZE 307 | 220. co s120" 
120.008 a 128. cos 60° ; 


as A 
na skrzydło P. _180.c0e 607 
ma si mydto a _120,c0s 90 
ma skr rzydzo zj 120, ‘cos 90° fa 


w stawiając wartości z tej tabelki w powyższe równania 
czymamy: 
A O De Ô 
120.008 120 + 120.005 60 + Iy = 0 
O 
4,120 coSs 304 7%, =0 


RZ 


120,c0s 1207 + 120,Cc0s 607 =. SR Z. oa Zy = O 


- 2.1120,C0e 367 + 2,120.608 36: -1.120 la 120. cos 60 — Sm 
> + pe /man/ =0 
2 a s 120° =2s L20, COS 60° 2, 120, cos 120-2.120.c0s 60", 1,2 S=0 
l 120, cos 120 + L.120,c08 60 -2, 120.008 304 2.120.00s 30 Bf man 0 
MB 4 Miau = 0, 180 .4 rd, = 0, —S06 ś +5 -6, 
> JR 2% 2 Ft 


5 m» Zy man 50  1128-480=0, z4/ma/ =0 


PORY 
a» P 4 4 +. 


God R = æ 240 3 kg.y S= 400 p Z= a ò’ 9 pe a z. ra 


Gdy aaa D jest ba tinia DE jest pionową, rówmanie, 
e po: bike ea Z 


| cos 120? + : + Xi w x 5. 3 120008 3006 Ta t m: 02 


+ 


(120008 100 + 120. cos 609 54 Z + Z = o 
P2 120.005 30-15 120. Gos 10 e T, 190, cos 600 -Sm + Zf zam Z + 


2.120.008 120° + ' 2.120,608 1200 — ~ 2 (1204008 609 + Sil, g + O 
D.120,g0s 120° — 2.120.005 300 4 2,120. s 300 — Ry / /m +n A = 0 


czyli: X, + X, -o -26,-376 + ig = br? 


5 120 $, 2 - sa Z, /n+1/>= 


-3,120.5.2. EE 5. 


«120,55 = To /man/ = 
S kad otrzymujemy,żc: | ea 
5 = = 180 wy) Kay S = T: e. ot „A + 30 =0 5 = ~ 20 kg. 


8 TA A SĘ a 
i, =60 -X= 80 EG Pup = 300 + 120 3; 2. = 200 + 80 3 = 339 kg, 


2, = 300 - Z, = 100. 80 43 = « 39 kg. 
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o równowadze YA za 
bryły . 


Przy Si zagadnień o równowadze nieswobodne j bryzy 
na zasadzie V prawa statyki bryrę czynimy swobodne .,dołączając do sił, 
przyłczżonych do bryły ,reako je połączeń 1 wtedy już można korzystać 

m wiadomych równań równowagi swobodnej bryły materialnej. 


lopoodo hozwiaćrwanża 


Nie zawsze jednak można z otraymnych w tizi sposób równań 
otrzymać wszystkie wprowadzone reakcje. 


Jeżeli ilość reakcji jest większą od ilośc" równań ró mowa- 
gi,to w takim razie mamy do czynienk z wypadkiem,któty zwiemy sta~ 
tycznie niewyznacza lny m „Jednakże trzeba ząy- 
ważyć ,że całkowite rozeiqzanie w tych wypadkach jest możjiwe,gdy ma 
się do aysamozycji niektóre dodatkowe równania,które można ułożyć w 
skutek tego lub imego praktycznego bkreśleni: reakcji. EE 


3 PRE 


Jeżeli takich dodatłowych rówań nie ma,albo są ale w iloś 
ci niedosta tee mej dla odszukania wprowadzonych w rozpatrywane Za- 
gadnienie reakcyj połączeń,to dla kompletnego rozwięzania zagadnie- 
nia o równowadze bryły, trzeba odstąpić od rozpatrywania danej bry- 
hę Jako niezmiennego układu punktów maierialnych,a przyjąć pod uwa 

ę,powstajece przy działaniu przyłożonych do niej sił zmiany odległo ~- 
4 pomiędzy poszczególnymi punktami bryły /t.zw.odkształcenia /,i 
te siły sprężystości,które powstają. w bryle z powodu odkształceń. ` 


A teraz powiemy kilka słów o płaszczy*:ie niegładkiej,t.j, 
takiej,która daje reakcję nieprostopadłą do płaszczyzny,a nachylo- 
nę. pod: Pm katem do normalnej Ao niej.Niech mamy niegładką pła- 

, 'szczyznę PP,o którą w punkcie A 
i RÓ „2 ak / opiera się bryła,a reakcja płasz- 
i 3 F 4 czyzny R jest skierowana pod 
N Ra ką tem do prostopadłej,wysta- 
1 si ac wione j z punktu A płaszczyzny. 
pea jom] mae Bryła Addziałuje na płaszczyznę 
, „s + | siła T rówą sile R i odwrotnie 
6 /  skierowaną,t.zn. siła T jest éis- 
...JR".. .. nieniem bryły na płaszczyznę. 


i i 7 Siłę R jak i ciśnienie T roz- 
; a) , tożymy na składowe R' i R" i na 
oa i M i T" w kierunkach prostopadłych 
j í do płaszczyzny i leżących w płasz- 
czyźmie ,jak to jest zrobione na 
y , ~.  rysunku.W takim razie siła T! no- 
T- - „4919 sząca nazwę normalnego 
Ryś.l22, "<6A8nRionia „stara się wgnk ść 
ZA bryłę w płaszczyznę i jest zrówme- 
ważona przez normalną reakcję R', siła T" stera się przesunąć bryłę 
po płaszczyśnie i równoważy się przez reakcję R",którą nazywamy 
_sixą tarcia, 


-" Prawa tarcia są znalezione sposobem doświadczalnym; jedno z 
SA siła tarcia jest proporc jonalna co normlnej reakcji 
P> jedno co do normalnego ciśnienia T" /,tak,że 


mka, 


sie k jest pewien współcezynnik,nazywwny współczynni 
iem «are ia „zależnym od własności ciał „znajdujących się 
stanie tarcia; wielkość jego dla różnych ciał znajduje się w tech- 
sznych: podręcznikach . 


UE 


Ponieważ z trójkatea APR! mamy: 
j RASERI tz 
+ wyżej mieliśmy,że: 


mą A hi -o 


| kate od. 1 d mo tgk 
"4 Alatego kąt o nazywamy kątem tarcia. 


0 momentach 
BRR saa Lea ax SK ROB; 


5,1 Monnten bezwanabéoi płaskiej figury vzem jakie jkol- 
wiek osi X leżącej w a gg tiguty nazywamy całkę : 
rozprzestrzenioną na całe pole e. 


Wartość tej całki może być otrzymana analitycznie = t.zn. 
à przez całkowanie,lub wykreśle— 


ly  nie,lub weszcie mechanicznie 
| za pomocą przyrządu nazywanego 
| żę Ro integra torem. 
| F ar. A s W wypadku figur prostych 
| į R z j anal 1 tyG2znp OBA DZ 
| f i | czenie mouentu bezwładu 
| | o E ności może być wykonane z łat- 
| a Bo ae wościę.Weśćmiemy nmp.prostokąt i | 
ać a a | określimy jego moment bezwład- | 
i 2 ności względem jego podstawy | 
Bao ; D / os M /.Podzielmy naszą figu- | 
A rę na nieskończenie małe ele— | 
Rys. 123, ' menty liniami rówiołegłymi do | 
: podstawy MN „Pole tego elemen=e 
> tu bydzie: `` ; j 
dP = b, dy . 
Obliczenie momentu be zwładności. sprowa r A | 
dza się do Ma całki: Gaj, | | 
| | 
J l vayy? | k NAWA i mhz 
8 R r | 
Aby catkowanie rozprzestrzenić. | | y p. i 
ma całe pole prostoks,ta trzebyby zmie=. A | | 
niać w granicach od O do k,to znac zy: ki | | 
a E NIK ASO ARIN 
oz dj 3) lh ; 3 M m r rrrtndencząąw tod, > 
I = i b,dy» y = r > R 


TO 3 | | Rys.124 .- | 


sse >. 


SAI: 
vz 


i "zór „wyprowadzong A... zastosowany i dla 

 rówmolestoboku,ponieważ moment bezwładności figury się nie zminiay 

Jeżeli keżdy element przesunąć równolegle do osi wzglęcem której obli- 
cza się moment, Znejac moment bezwładności pre obama? łatwoście 
oblic: ymy momenty bezwładności praskich figur,złożonych z prostoke-. 
tów. 


Dla obliczenia momentu bezwładności trójka t Wwzglę= 
dom podstawy, ak samo,jak i dla prostokg ta,podzielimy fig o na nic- 
TEE małe elementy liniami rówmolcełymi do PD MTJ: tam 
kiego elemcntu m ozmaczymy tak: 


-bÈ ze aş 


a poszukiwany moment be zwłearności dgdzie: 


H 3 
ssodBOk=K «a... A 
0 h 7 WS jo 


- Jożoli my teraz dopełnimy tr ikat ABQ,jak to jest zrobione 
na rys.126, o równoległoboku ABTC, 
to moment bezwładności otrzymanego 
rówiolegąoboku będzi» bh? . ć 
Sa” 
zatym moment bezwładności trójkąta 
BCD względem osi AC, przechodzącej pał 
przez wierzchołek © ad równoległe j | 
do nodstawy BD będzie: | 
} 


sy: 
A 0 UE 
ja iśc sake 
nozpetrzymy teraz momenty | 
bezytodności najprostszych fieur Ę A 
z obwodami krzywolinio:ymi,  Rys.125, 


Mamy jakieś polo P i biegun O w płaszczyźnie tego pola /rys 
12% / „Podzielimy to polo na nieskończenie małe elementy áP i każdy 
> tych elementów pormożymy przez kwadrat jego odległości od bic- 
gun czyli przez Q% ? , w takim razie bvlzicmy nazywać momen -— 
te m bez we sdmoś ci Bbłceumo wytwwwalicgo HOŁA 
w2lędem bieguna O całkę określoną: 


z ; 
5 = io GRA OOE ' 


Od szukamy iora b ieg utomy moment bez = 
4a a RONE 1 polakon a O0 coprono enia e 
ugleden bieruna O ,znaj”ujecero się w środku koła.Srodck koła przyj- 


b 


riemy za poczatek prostokątnego i prestol iniowego układu osi współ- 
rzędnych.Opiszemy dwa ARE 2 
czne koła promieniami P if af, 
obrzymeamy wtenczas zakre sa 7 
pasek, Podzielimy go na nieskoń- 
czenie małe elementy dP.Mnożąc 
OBO RO ARR s. . „każdy z tych elementów paska 
Broz W. 4,0, /dP prez g< i sumując je a 
trzymamy: 3 


aa > ponieważ Ê jest stałyn dla wszy- 
©. stkich elementów zakre skowanegp 

-'peska.Ponadto Jest: 

a ada sa >. Ppr hs" o 

om aan > + 20p a> Trasy r 

Rys. 126. 2 ay dów a: 


je” 211 ofrzuc imy a A małe A waslęńen 2) gdp «W e 
o eja razie: owo Fe EA, j ; 


> ~M: 
sim mar MG EE 
à i 
ti 
ro 
r» 
+ 


U 


aa og . ap 
będzie biegun 'wym momentem e paska -koza vau bieguna 
0.7miceniająðe mie jsee K od O do r , otrzymamy biegunowy momat | ae 


w. Aności pola koła względem środka koła O czyli: 


` AE a. a fe 
od ALSO: *P- 7" i 
b, 3 ; 


2. powodu Syne tx trii_ wmioskujeńy” „że „momen ty bezuładnoć okola 
względem wszystkich osi,prz o aloe przez jego. środuk s3 jed- 
Rani więc: 3 


1i 
Ten AR as > 
a o e. 
Z określenia momentu bezwładności wynika; 
j AE * a ZEN E m 
„m TRA Snem Jen 
y =p P =P K A SĘ -P p 


a ponieważy | p Zap jest to właśnie biegunc y moment houumiafnoćci któy 


oznacryliśmy przez l, »3 którego wasLość obl ioży.1.śmy: 
srj: 4 T EEA 


PZA G 


bo 


5 
ają 
R 


Moment bezwładności 6 1 i psy względem osi OX naproś— 
ciej możemy otrzymać porównując z kołem przedstawionym na rys 127. 
linia Freskowane.ylipsę można rozpatrywać jako rzut kołazw takim 
razie między odnowiednimi rzędnymi koła i elipsy będzie taka za- 
Lleżność: : 

yos Jj = b a 

Momenty bezwładności elementarnych prostokątów o wyskokościach yi 
Ya względem OX będa do siebie w stosmku, jak y : Ji» czyli 


jak p) a sa . Taka sama będzie oczywiście zależność pomiędzy mo- 


mon tami bezwładności elipsy i 


sowa koła „Dla zo oo bezwład = 
3 E SA ności jest: Wa : 
ue ia > m. Lat . Dla elipsy 
a I i] otr Dye, 3. 3 — 
dE BU at 1 F 7 T b ab (i 
6. Ra. 
P Podobnie wear 
= ba M 
o 


BN SZK 
Z otr AP rezul tatów maey biegunowy moment bez 
Ten PeT 


T b Tk T: 
D A t eg a” a b? 


Za leżņoś ć aa I RLT bezwłŁadnoś- 


st weostędem"ogi rówholegł ych. 


| Przypuśćmy ,że mamy moment bezwładności figury I WZelędem osi 
X „pirzechodzacej przez środek fipury,a mamy odszukać Zmoment bezwła- 
dnoś ci I. względem osi X,rówioległej do osi X* i znajdujący się 
w odległości odl niej, Jeżeli przez iY 
y nazwiemy odległość jakiegokol- 
wiek elementu pola od osi X,a 
przez y' — odległość od osi X', 
to jA wiśc ie; 


eÀ 


5/7 -a KuŻEB= 

w Ć AZ 
e; yi dP + a “dP +2 2, y'ap 
Sz “P “P 


Pierwsza z tych ca łek 
jest miczem innym,jak momen ttem | Rys+128. 


RAW 


hezwładnośt figury względem osi X!, co zaś się tyczy ostatniego wy- 

razu,to m jest zerem, pomieważ / y'aP jest statycznym momentem fi- 

gury względem osi,przechodzącej Przez jej środek eieskości.Więc os 

tm tocznie otrzymamy: p y : 
Iy = IL ? "4 a l 


Gtrzymany wzór daje możność obliczania momentu bezwład— 
oś ei płaskiej figury względem dowolnej osi,znajdującej się w płam 
snczyzmie figury,jeżeli jest wiadomy moment bezwładności figury 
vzelędem równoległej do miej osi,przechodzącej przez środek ciężm 
kości fipury,dlatego w dalszym rozważaniu możemy ograniczyć się 
do odszuliwenia momentu bezwładności figur względam osi,przecho— 
dania przez ich środek ciężkości, 


GŁÓW e 08-105 
Jeżeli pole figury podzielimy na nieskończenie małe 


elementy,każdy z tych elemen tów porno? miy przez iloczyn ze współ 
am: i ułoż ymy aaa 


dP 
ja xy 

gdzie całkowanie jest rozprzestrzenione na całe pole figury, to 
otrzymamy odśrodkowy-.moment bezwładności 
pola figury względem osi Z if. W ielkość jego oznaczymy przez Lzy ° 


m Zawsze można ukatea prostoką tny osi obrócić tak,że od— 
a ; środkowy moment bezwłed- 
ności będzie zerem.Rzeczy- 
wiście niech dla obranego 
ne kierunku osi MA WAL 


ETAR KA tość dodamią.Jeżeli osio 
| ) będziem, obracać dookoła 
początku układu, to współ 
rzędne będą zmicnieć swo- 
ją wielkość;2 zarazem z 
ZA tym będzie się znioniać 
zajme: - wielkość I P r zypuś é my 


że obr iiny osiż o 
y 3. kąt 90 w kierunku wzka— 
znanym stezałką/ 131/ yniech 
e. 4 x! i y" są mowyńi współ— 
| owe  -rzędnymi jekiegokolwiek 
RR A elemontu koła ,wtedy Oczy” 
l wiście: 
x” A E s -K 
i - w tym wypadku każ- 
Rys.129.  »' dy eloment całki / xydp 


KOREA 
c AR 


zmieni swój znak, zachowując początkową absolutną wartość,a więc: 


Liya iy’ 

Pomieważ przy obrocic osi wielkość I zmienia się w spo 
sób cięgły,to przechodząc od wartości dodatfidich do ujeunych musi 
przyjąć wartość zero. Te kierumki osi współrzędnych,dl. których 
odórodkowy moment bezwładności jest zerem,nazywany głównymi 
kiecerun k a m i, a odpowisńające in osi - gł ówmy.i 
6 gd. m1 bozwradn oso i, i ; 


W" delszyn rozważaniu będziery określać momenty bezwład- 
noś ci.figur wzęlędcnosi,przechodzących przez środek oiężkości 
figury.Główe osi przechodzące przez środek ciężkości,będzice— 
my Ekipa tów a mdossć wo dk 0 Wt 08 1d1ani 
bó mwł a 0h oś c i RS 


Jeżeli nany noncnty bezwładności względer: głównych osi, 
to z Łatwościę możemy obliczyć momenty bezwładności względem osi, 
dowolnie nachylonych do głównych, 


Nicch osie Z i Y s3 główe,wtedy ramy: 


RA P? 
E SR NA aP al X = Je x dP 
; zo „po Y. „pó 
Zoby obliczyć nonent bczwładności figury waględón jekiejkol- 


wio 'k osi W, nachylone ĵ BA. ko s. osi X, trzeba obliczyć sumę: 


|" 2h 
la sma A. 5 22 
| į i y a gdzic v jest odległością 
a | i Priatel mici elemontu od 
Ę „i j osi U.Z7 rysi ET? widzigys Że: 
y =yCOS DX- XS a: X 9 
ei Kg 
o Jyeos(- xsin0/ "aP = 
Jye. 1 30, A s p +9 
= jorto Boję 2ąp w Aane. coss 2 „ya + sint. /x dF, 
Ë a 


> 
: P 
S rodkowy wyrez w prawcj części równości jest zerem,ponie— 
waż osie X i Y sę główne, Osta teeznie o trzymamy: 


(5) 
R 1. cosąć + 7 SODA 0 a 


Otzzynamy wzórdnje możność obliczenia L dla dowolmcgo kąta ©. 


Elipsa boezwł admośa ie 


Żoby zbadać zmianę momentu bezwładności figury w zależnoś— 
Ci od kąta neehylonia osi,wprowadzimy nowe pojęcie „Nazwiery 


pronicnic crn bezwradnos oi dla jakiejkolwiek 
osi U wielkość: | 


i T = | m m a epin 
| P: | 
wtenczas dzielge ostatni wzór 7 / przez P, otrzymamy: 
Fu oai Se lh 05/88 7 


„Będziemy ne każdej osi odkładnó , odwrotnie proporce jal- 
ną do odpowiedniego p bezwładności: 


m = 2 man 0 maw 
Lk uU 
Aa ua 


gdzie m jest tawoscte pewnego narazie dowolnego ode inka. 


k A A W taki sposób wzdłuż osi X 
| a odłożymy wielkość: 


AŻ PELE 
j > 7% ża 
| > | 4 X wzdług osi a ~ wielkość: 
SA Rao a nent sę me i 


P jim } ; Ya r 


Równanie ZZZ/ wta wypali 
ku otrzyma postać: 


ma 


Rys Edypa ju oR | j ; y 
Jożocli M jest końcem e „to oczywiście współrzędne tego punktu będą: 


"4 EA EP BE w 
Xa, ElSe +. y= ju sin >> 


wstawiając sk wyrazy w równanie / ŁZE i » pana, po- 
między współrzędnymi xÍ y taka zależność: 


2 2 
aa 
m2 w.” 
JX a 


„te, 


Ba > konice odcinka przy zmianie końca. G- BE suwa się .po 
alipsie której T R będę a i A 

Dla określenia odcinka je , my wybraliśmy dowolną długość 
m, zmieniajec ją otrzy mujemy ody szerg elips.Na dwygodniej dla m 
wybrać długość określoną równan iem: 


w tyn wypadku: 


2 2 
> ad EZAĘ ’ jog r passasessc LERTAS f 
= + 


rzyjnie postać: X s ENE E 
P yj A r 2 + zi =P m „otoku u / GRAJ "2 


Wynika więc,*c półosiemi elipsy będą proniemie bezwładności, 
tylko po osi X. odkłada się promień bezwładności r. ,a po osi yY 
r. . Zbudowane na tych półosizch elipsę będz ieny nadyweć elip- 
B8> Wwezwładnośc i. | 


Majac eclipse bezwładności „amy możność określićpronień baz- 
władnoś cj dla csi U,nachylonej pod katem do osi X.Dlatero należy 
$ iy ; tylko przeprowadzić linię U', 
AV | tównoległą do U i styczną do e= 
X : ` ipsy bozwładności.W takin ra= 
a> sss] zie odległość punktu O od stycz 
20 > nej U! będzie promieniem bcz— 


; y władności względem osi U, p°- 
í n Ea nieważ dla elipsy: 
| | h'ar sin? r 008 
/ A y x 
O 7 =" eo mina udowodnkstępującym 


sposobem, 


rj 


Równenie prostej U! w 
normalnej postaci będzie: 


h = = xsin 4 yo"s oœ 
Pomieważ U* jest styczną do 
elipsy w nmkcie M / Fe. Z to równanie jej można napisać tak; 


33 
O 


+8 4 Tam = l 

TY r 
w x 

Prrówinjąc otrzymeme dwa równania,które są równaniami tej samej 

prostej W', otrzymamy : v ; 


-sin Teo TE. 


D 


n -i rae pa a EA, sz cehe . 
5 5 29 
e am? | roos. X 
` z Ę 


skad: x y. 


aaaea on CE Wwe- O ORO podej MB 
8 ZS EZR 
r. 8 U Ag KGog ta —* h 
y x A 
zatym: o sa 2 


S Aea A zd a $ 
B =ar amas r Gos gg. 
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OÓBszukaniece. głównych o 
bózwładnoeści, 


Okroślonie kdo runków głównych Sprowadza się do określenia 
i i tych rioruni ów,dls których odu 
środkowy r oaónt bezwłodności 
jest derekdisa ch X i Y będą 
RANĄ Ösiəni układu prostokątne go 
©>-..gp  Współrzędnych,dla których są 
wiadone momenty bezwładności; 


c: p" 
=, 6 
$ 


E '1 odsrodkowy mwucnt bozwtedn é= 
7 o a Y 

20 RA ; 

a o 


Z x - 
M T 


Rys. 134. 


Totrzoba non rdszukeć taką 
wartość kat ,przyk tóro j R waren t Borak dności względem 
awg osi W. 4 7: pre vj 


Tv = - Ja UWIP = Ò A A E p kz 


al z mA "Ap s 
Z M nanya an | O NR 
Y=eYCSU.- X gim e. Í \ i 
i y ; | , | SA u A Ad ) 
"U =XC8 wał + y sin Gi, + w > > ) 
6. zQiymr. | > - 
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o PAS. Rea, 


ee ola. T= 


5 9 Ady d 
CNA ża 
k AA 
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a sine. coss > yn x F + 008 gu 260e. / „/ xydr a 


2 SSA z I / +908 Iy 
Aby osic H i V były głównymi 
trzeba , żaby: 
= 0 
uv 
czyli: 


A L = 1, / + eca? Lzy = 0, 


shode 21 
tg2ol = e F 
"R X 


Wstawiajae w otrzynny wzór wiadome na wartości I zy i p 
zmajdzicny dla Awie wartości „różniące się jedha `d drugiej o 30. 
Te To sci ckrceslsja kierunek głównych csi iV. 


Jeżeli rany „to z łatwością odszukany Li al l, .  Rzoozynié- 


Gie: 

Li TOE SI ra otla Sori: 7/6 T ea a. sinw y “Ty sin? CX. 
DPS Py- 2 > 2 

L = Jw aT = [ysin p+ x.c0s ćć KĘ är = IL „sin ë L G98 44, 4 I in M 
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Trzy ©dszukiwaniu kicrmku głównych csi U i V e be wic 
dzicć I  „Określonie tej wielkości sprowadza się dr odszukanie całki. 


rd 
„)/ zydEF „ W nicktórych wypadkach cbliczenie I „ znacznie się Upra- 
Szezn „Za pomoce miastępującego twierdzenia: y ; 


Ako wy 


4.03 oie t a eS e Wok eL onya 0a 0 
Ca eaa o S dy 
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prz cana Qcęgovy rzez ZB 05 GR 
Te ary g KORUNA SM "AKOWY MOD osmeia Hiro MW Pa 
OAO SO 2 vaert enlen rvowaokdocsczyck in 
osi Iiy ozna Gbhiiezy€ we wzoru: 
Iy gy a O mok T s 

Rzoczywiścio: 
I =Á KYAT BA. a//y! + b/ AI =/xtyta + /ab.dP. + ./bytdD + 

ae Ę > F sk 

+ /axtab, 


TACA 
Z NACZ 


s Ti Ko xi. Í 
; 3 „w 3 z 
Ostrtmic dwa wyrazy są zera mi,pni-waż / yz 1 A z'®@ są statycz- 
s 6 a 
nyni mmontami pola I względem osi x! i y! , które przechodzą przez 
środek cejężkości..rzyjmujac to pod uwagę przychodzimy a wzoru 


/ LXII rys.136, 


Wykreślmny | x" gn 
sposób odszukania o e E ZRP 
momomtu bezwłaedno i : 
ei; opece 4 ) 

Trzycbliczaniu m mentu | a ai 
bezw lności płaskiej figury: ° | Ć si me i 
wzgl lom damej osi trzeba firur aa a 
podzielić na elementarne pola,uto- | 2 
Ż yć iloczyn z wielkości tych pół o ` ' z 


prm z kwadrat ich cjiegłości -A osi 
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